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Fase embrionale del calcolo delle probabilita

« formulazione di alcuni problemi caratteristici (giochi di
dadi, problema della divisione della posta nel caso di
partita interrotta)

e comparsa di alcune tecniche caratteristiche (calcolo
combinatorio)



Cardano,

Liber de ludo aleae

CAPVT Primvm

De Ludorum genceribus.

Ag4 V o1 conftant, ant agilita-
te corporis , velue Pila; aut
robore , vt Dilcus, & Luéta,
, aut induftrii , ve Latrunculo-
mam , ant fortund, vo Alex

AW proprit , & Talorum ; ant
viroque , vt Fritilli, Ipduﬁria. autem duplex,
aut ludendi , aut certandi , velut in Prima-
ria , nam & Chartarum ludus nomen fubit
Alez , qudd antiquo rempore Chartz igno-
teeflent ; imd , & mareriz , qua’ conficiun-
tur. Indicio eft, qudd feriberent in pergame-
nis coriis , (cilicer hedomm , &, papyro

Agyptia, & tabulis, & cera 8- Philira., Di- .

citur autem Primaria , qudd primum !
neat locam inter ludos Aleg ,Fm :ﬂ rulc?]?_nu:
rudine , feu, qudd ex quatuor conftet , quafi
coniugationibus primis , & ad numgram ele-
mentorm , ex quibus componimur,non au-
tem mundi.Continet autem varietates miras.

CAPVT IL
De Luderum conditionibrs.

SVnt autem fpectanda conditio Ludentis,
colluforis, Ludi ipfius , pecunie, quibus
certatur locus, & occafio; tantum autem po-
telt hac, vt licuerit in epulis morornm lu-
dere. Vnde titulus eft apud lurifconfuleos de
fumptibus funcrum, & ludo Alea : alids dam-
natus legibus , Titia, 8 Cornelia. Traque vi-
detur in grauioribus curis,ac meroribus non
tam licere , quam expedire. Permittitdrque
vintis , & ?uppli:io vitimo afficiendis, &
agris , & ided & Lex in lnétu permitteba.
Qudd fi qua eft occafio., nulla certé tam di-
gna eft excufatione. Et mihi cum putarem
ex longa abe inftare mortem , non parum
conulic affidud ludere Aled. Impofitus eft
tamen modns , circa pecuniz quantitatem,
alids certé nunquam ludere licet: qudd quam
fumunt excufationem de leniendo taxdio tem-
poris , viiliusid fiet le@ionibus lepidis , auc
narrationibus fabularum , vel hitoriarnm,
vel artificiis quibu(dam pulchris , nec labo-
riofis; inter qu etiam lyra, vel cheli pulfa-
£¢, aut canere , carminique componere , vti-

- maximé apud

lins fucric, acque id ob tres caufas ; Prima,
qudd huiufmodi intermiffio feriarum actio-
num landabilior eft, quam Ludi, vt quz vel
faciat aliquid , vt Pi¢tura, vel fit fecundum
naturam, ve Mufica,vel homo aliquid difcar,
vt legendo audiendove fabalas , hiftorialve.
Secunda,qudd non (it fine labore, & ided non
inuitis nobis , plus temporis nobis cripiar,
quam par {ir : Tempus ancem , (vt Sencca
aiebat ) & reété dum de longitudine., & bre-
uitate vitz loquitur , res cft chariffima. Ter-
tia , qudd honeftius fit otium illud ; & non
mali exempli , quemadmodum eft ludus , &

ﬁq.li.ns , & domefticos. His ac-
cedit, qudd Ludus iram mouet, turbat men-
tem , & quandoque homo erumpit ad cer-
tamen pecaniz, qudd turpilfimum eft, peri-
culofum , & Legibus prohibitum. Deni-
que (oli non poffumns ludere 5 at huinfmodi
o is etiam {oli deleari poffumus.

PR LR O G B R SR 1E- R0 6 1
CAPVT IIL

Quibus , & quando magis con-
weniat ludere.

ITaqneﬁ perfona fit prudens , f{enex , in
Magiftram pofita, & togata , aut Sacerdo-
tio infignis , minus decet ludere, vt contrd
pucros non aded dedecet,& adolelcentes, & .
milites, Quanto autem maior eft pecunia,
ed urpius , Fituperabatur gusdam fummo Sa-
cerdatso fungens , ( Cardinalem vecant ) quod
?uim millia coronatorum cum Mediolanen-
1 Regulo lufifler poft ceenam ; quid vitinm
nunc deccftabile crl":in:ipibus s nec defen-
ditur nifi ab avlicis ipfis , & Adulatoribus,
feu ob timorem , feu quia munera accipiunt,
fi felix cadac Alea : Interim {poliantur fubdi-
ti, & augeres auxiliisillis delegatis , & de-
bitis g:m antur; fi vincant prodiguntur pe-
cuniz Ludo parte fi vincatur , aut ad paupe-
riem redigimr , i impotens fit, & alioguin
probus, ant ad rapinam, fi potens improbil-

que , aut ad laqueum, i pauper, & im,
bus ; collufor quoque infamis, vel humilis
conditionis , & Ludo affuetus jor , &
etiam damnofior 3 nam i cum huiulmodi vi-
ris luferis artentins, lufor euades; fin minds
vl , dolo , calliditatéque fpoliaberis. Collu-
foris conditio , raritas ludendi , & breuitas,
& locus, & paucitas pecuniarum , & occafio,
vt in diebus feltis in conuiuiis. Perfona vt
Rex,




Cardano, Liber de ludo aleae

Struttura

32 brevi capitoli

cap. 1-8, 10: considerazioni su vari aspetti del gioco

cap. 9, 11-15: gioco dei dadi

cap. 16-30, 32: giochi di carte

cap. 31: astragali



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 9: giochi con dadi di sei facce

— in sei tiri si dovrebbero verificare i sei punti

— introduzione delle nozioni di “circuito”, come insieme
di tutti i lanci possibili, e di “uguaglianza”, come
situazione di simmetria tra i lanci possibili

— esempio: caso dei tre punti (1, 3, 5) che si presentano
con la stessa facilita dei tre punti (2, 4, 6)



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 11: gioco con due dadi di sei facce

— presenza di sei punteggi con facce uguali:

(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6),

—di 15 punteggi con facce disuguali: (1,2), (1,3), (1,4), ...
, (4,6), (5,6)

— e di altri 15 punteggi simmetrici con facce disuguali.

Si hanno in tutto 36 possibilita diverse.
— il numero di lanci contenenti almeno un 1 e 11 rispetto
al circuito di 36.



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 12: gioco con tre dadi di sei facce
1. tre facce uguali: (1, 1, 1), ..., (6, 6, 6)

2. due facce uguali e una diversa:
(1,1, 2),..., (1,1, 6)
(2,2,1),.., (2, 2, 6)
(3, 3,1),.., (3,3, 6)
(4,4,1),..., (4,4, 6)
(5,5, 1),..., (5,5, 6)
(6, 6,1),..., (6,6, 5)

sono in tutto 30 (essendoci 6 possibilita per le facce uguali e
5 per le altre);




Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 12: gioco con tre dadi di sei facce
ogni tripla occorre 3 volte (per esempio, (1, 1, 2),
(1, 2, 1), (2, 1, 1)); dunque, in totale sono 90.

3. tre facce differenti
(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1, 2,6), ..

che sono in tutto 20; ognuna di queste puo variare 6
volte (considerando le loro permutazioni). Dunque, sono
in totale 120.

— Facendo il conteggio totale: 6+90+120=216.




Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 13: questioni sulla somma di punti

caso di due dadi

— per esempio, il punteggio 10 si puo avere in due modi,
(4,6) e (5,5), ma il primo ha il reciproco (6,4) e si hanno
dunque 3 possibilita sulle 36 complessive,

ovvero 1/12 del ‘circuito’ e 1/6 della ‘uguaglianza’.

caso di tre dadi
— ragionamenti analoghi con calcoli svolti caso per caso,
come nella tabella.




Cardano, 3 131
Liber de ludo aleae 4 17 3
§ 16 6
cap. 13: tabella sulla somma di 6 Is fﬂ__
punti nel caso di tre dadi 7 14 15
8 13 21
9 12 15'

10 11 27



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 31: astragali, quattro facce 1, 3,4, 6

lanci con 4 astragali:

1. facce tutte uguali
(1I 1[ 1[ 1)) (31 3) 3[ 3)) (4I 4[ 4) 4) (6I 6) 6I 6)
in totale, 4.

2. tre facce uguali

(1,1,1,3),(1,1,1,4),(1,1,1,6),
(3,3,3,1),(3,3,3,4),(3,3,3,6),
(4,4,4,1),(4,4,4,3),(4,4,4,6),
(6,6,6,1),(6,6,6,3),(6,6,6,4)

che sono in tutto 12; ognuna di queste puo variare 4 volte. Dunque, sono in
totale 48.




Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 31: astragali

3. due facce uguali a coppie (tipol)

(1,1,3,3),(1,1,4,4),(1, 1, 6, 6),

(3,3,4,4),(3,3,6,6),(4, 4,6, 6)

che sono in tutto 6; ognuna puo variare 6 volte. Dunque, sono in totale 36.

4. due facce uguali (tipo2)

(1,1,3,4),(1,1,3,6),(1, 1, 4, 6),
(3,3,1,4),(3,3,1,6), (3, 3, 4, 6),
(4,4,1,3),(4,4,1,6),(4,4,3,6),
(6,6,1,3),(6,6,1,4),(6,6, 3, 4)

che sono in tutto 12; ognuna di queste pu0 variare 12 volte. Dunque, sono in
totale 144.




Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 31: astragali
5. facce tutte diverse
(1I 3[ 4) 6)

che sono in tutto 24.

Conto finale: 4 + 48 + 36 + 144 + 24 = 256
Tipol—>14

Tipo 2 2> 48

Tipo 3 > 36

Tipo4 > 144

Tipo 5 2> 24



Galileo,
Considerazione
sopra il giuoco de’
dadi

354

'CONSIDERAZIONE
. DI GALILEO GALILEI
SOPRA IL G1U0CQ DE’ DADI.

Che nel ginoco dei dadi alcuni pua-
ti sieno piu vantaggiosi di altri, vi ba la
sua ragione assai manifesta, la quale &,
il poter quelli pit facilmente e piu fre-
quentemente scoprirsi , che questi, il che
depende dal potersi formare con piu sorte
di numeri : onde il 3. e il 18. come pun-
ti, che in un sol modo si posson con tre
numeri comporre , cioé questi con 6. 6. 6.
e quelli con 1. 1. 1. e non altrimenti, pia
difficili sono a scoprirsi, che v. g. 1l 6. o
il 7. 1i quali in pit maniere si compongo-
no, cioe il 6. con 1. 2. 3. e con 2. 2. 2.



Galileo,
Considerazione sopra
il giuoco de’ dadi
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econ 1. 1. 4. ed il 7 con 1. 1. 5., 1. 2.
4., 1. 3.3, 2. 2.3. Tuttavia ancorche il g. e il
12. in ‘altretlante maniere si compongano
in quante il 10. e 1 11. perloche d’e-
gual uso dovriane esser reputati ; si ve-
de nondimeno , cke la lunga osservazione
ha fatlo dai giuocatori stimarsi pin vantag-
giosi il 10. e I’ 11. che il g., e il 12.

E che il g. e il ro. si formino (e guel
che di questi si dice intendasi .de’lor sos-
sopri 12. e 11.) si formino dico con pari
diversita di numeri, ¢ manifesto; impe-
rocche il g. si componecon 1 2. 6.,1 3.
5,1.4 4., 2.2. 5, 2. 3. 4., 3. 3. 3. che
sono sei triplicita, ed il 10. con 1. 3.
6.s T5.4 5o 2: 3,655 % 8. D05 3. 4 4o
3. 3. 4. e non in altri modi, che pur son
sei combinazioni. Ora io per servire a chi
m’ha comandato , che io J)ebba produr cio,
che sopra tal difficultd mi sovviene, espor-
ro il mio pensiero, con isperanza, non so-
Jamente di sciorre questo dubbio, ma di
aprire la strada a poter puntualissimamen-
te scorger le regioni, per le quali tutte
le particolarita del giuoco somo state con
grande svvedimento e gindizio compartite
ed aggiustale. E per condurmi colla mag-
gior chiarezza che io possa al mio fine,
eomincio a considerare, come essendo un
dado, termioato da 6. facce, sopra cia-
scuna delle quali gettato, egli pub indif-
ferentement? fermarsi; sei vengono ad es-
sere le sue scoperte, e. pon piy, I una dif
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ferente dall’ altra. Ma se wnoi insieme cal
primo getteremo il secoado dado, che pu-
re ha altre sei facce, potremo fare 36.
scoperte tra di loro differenti, poiché ogni
faccia del primo dade puo accoppiarst con
ciascuna del secondo, ed in conseguenza
fare 6. scoperte diverse; onde ¢ manifesto
tali combinazioni esser sei volte 6. cioe 36.

" E se noi aggiugneremo il terzo dado , per-

ché ciascuna delle sue facce, che pur son
sei, pud accoppiarsi con ciascuna delle 36.
scoperte degli altri due dadi, averemo le
scoperte di tre dadi essere 6. volte 36. cioe
216. tutte tra di loro differenti. Ma per-
ché i punti dei tiri di tre dadi non sono,
se non 16. cioé 3. 4. 5. sino a 18. tra i
quali si hanno a compartire le dette 216.
scoperte , ¢ necessario, che ad alcuni di
essi ne tocchino molte; e se noi ritrovere-
mo quanle ne toccano per ciascheduno,
averemo aperta Ja strada di scoprire quan-
to cerchiamo, e bastera fare - tale investi-
gazione dal 3. sino al 10. perche quello,
che converrd a uno di questi numeri, con-
verra ancora al suo sossopra.

~ Tre pacticolarita si debbon notare per
chiara intelligenza di quello che resta: la
Frima e, che quel punto dei tre dadi,
a cui composizione risulta da tre numeri
eguali, noan si pad produrre, se noa da
noa sola scoperta , ovvero tiro di dadi, e
cosi il 3. non si pud formare se non dalle
tre facce dell’asso, ed il 6. quando s}
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dovedse comporre con tre dui, non 'si fa-
rebbe se non da una sola scoperta. Secon-
da: il punto , che si compone dai tre nu.
meri, due de’quali sieno i medesimi, e il
terzo diverso , si pu¢ produrre da tre sco-

rte, come v. g. il 4. che nasce dal 2. &
dalli due assi, pud farsi con tre cadate
diverse , cioe quaundo il primo dado scuo-
pra 2. e il secendo e terzo scuoprano as-
so, o scuoprendo il secondo dado 2., e il
primo e il terzo asse; o scuoprendo il ter-
20 2., ed il primo e secondo asso. E cosi
v. g I'8. in quanto resulta da 3. 3. 2.
puo prodursi parimente in tre modi; cioé

scuopirendo il primo dado 2. e gli altri 3.

per uno, o scuoprendo il secondo dado 2:
ed il primo e terzo 3. o finalmente scuo-
rendo il terzo dado 2. ed il primo e
secondo 3. Terza : quel numero di punti,
che si compone di tre numeri differenti,
puo prodursi in 6, maniere, come per
esempio , 1’8, mentre si compone da r. 3.
4. si puod fare con 6. scoperte " differenti ;
prima, quando il primo dado faceia 1. Wl
seconde 3. e il terzo 4. seconda, quando
il primo dado faccia pur 1. ma il secon-
do 4. e il terzo 3. terza, quaado il se-
condo dado faccia 1. e il primo 3. e il
terzo 4. quarta, facendo il secondo pur
i. e il primo 4. e il terzo 3. quinta;
gquando facendo il terzo dado 1. il pri-
mo faccia 3. e il secondo 4. sesta, quan:
do sopra I'1 del terzo dado; il primo
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fara 4. e il secondo 3. Abbiamo dunque
sin qui dichiarati questi tre fondamen-
ti, primo, che le triplicita, cioé il nu.
mero delle scoperte dei tre dadi, che si
compongono da tre numeri eguali, non si
producono se non in un modo soloj; se-
condo, che le triplicita ehe nascono da due
numeri eguali, e dal terzo differente, si
producono in tre maniere ; terzo, che
uelle che pascono da tre numeri tutti
?lifferenti , si- formano in sei maniere. Da
questi  fondamenti facilmente raccorremo
ia quanti modi, o vogliam dire, in quante
scoperte differenti si posson formare tutu
i numeri dei tre dadi, il che per la se-
uente tavola facilmente si comprende, in
?ronte della quale sono notati 1 punti dei
tiri- dal ro. in giv sino al 3. e sotto essi
le triplicita differenti , dalle guali ciascuno
di essi puo resultare, accaoto alle quali
son posti i numeri, secondo i guali cia.
scuna triplicita si puo diversificare , sotlo
1 quali é finalmente raccolta la somma di
tutti i modi possibili a produrre essi tiri,
come per esempio :
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nella prima casella abbiamo il puato 1e,
e sotto di esso 6. tripliciti di numeri, con
i quali egli si puo comporre, che sono 6.
3 Loy B 2 3y B B Ny B B By S 4
2., 4 3. 3."E perché la prima triplicita
6. 3. 1. ¢ composta di tre numeri diversi,
ud ( come sopra si € dichiarato ) esser
?atla da 6. scoperte di dadi differenti; pe-
rd accanto ad essa triplicita 6. 3. 1. si
nota 6, ed essendo la seconda 6. 2. 2.com-
posta di due numeri eguali, e di un al-
tro diverso, non puo prodursi se non in
3. differenti scoperte, pero se gli nota ac-
canto 3. la terza triplicita 5. 4. 1. compo-
sta di tre pumeri diversi puo farsi da 6.

. scoperte , onde si nota col numero 6. e

cosi dell’altre tutte, e finalmente a pie
della colonuetta de’ numeri delle scoperte
¢ raccolta la somma di tutte: dove si vede,
come il punto 1c. puo farsi da 27. scoper-
te di dacri differenti, ma il punto g. da
25, solamente , e I’ 8. da 21.,1l 7. da 15.,
il 6, da 10., i 5 da 6., 1] 4 da 3., e .
finalirente il 3. da 1. le quali tutte som-
mate insieme ascendono al numero di 108.
Ed essendo altrettaote le scoperte dei sos-
sopri, cioe dei punti 11. 12. 13. 14. 15.
16. 17. 18. si raccoglie la somma di tutte
le scoperte possibili a farsi colle facce
dei tre dadi, che sono 216, E da questa
tavola potid ognuno ch’intenda il giuoco,
andar puntualissimamente misurando tutti
1 vantaggi per minimi che sieno delle zare,



Il problema delle parti

Due giocatori giocano a un gioco casuale, avendo messo
inizialmente una posta. Vince il primo che si aggiudica un
numero determinato di partite. Se essi devono lasciare il
gioco prima che esso sia concluso, ci si chiede come deve

essere divisa la posta totale.

— varie formulazioni e tentativi di risoluzione (tra cui, Luca
Pacioli, Cardano, Tartaglia)

— considerazione del numero di partite vinte dai giocatori



Pascal a Fermat,
29 luglio 1654

360 1" LETTRE DE PASCAL

Lo b o -

PREMIERE LETTRE
DE PASCAL A FERMAT (*)-

Monsmun,

L'impatience me prend aussi-bien qu’a vous;
et quoique je sois encore au lit, je ne puis
m’empécher de vous dire que je recus hier au
soir, de la part de M. de Carcavi, votre lettre
sur les partis, que jadmire si fort, que je ne
puis vous le dire. Je n’ai pas le loisir de m’éten-
dre ; mais en un mot vous avez trouvé les deux
partis des dés et des parties dans la parfaite
justesse: j’en suis tout satisfait ; car je ne doute
plus maintenant que je ne sois dans la vérité,
apres la rencontre admirable ou je me trouve
avec vous. Jadmire bien davantage la méthode
des parties que celle des dés : j'avois vu plu-
sieurs personnes trouver celle des dés, comme
M. le chevalier de Meré, qui est celui qui m’a
proposé ces questions, et aussi M. de Rober-
val ; mais M. de Meré n’avoit jamais pu trouver
la juste valeur des parties, ni de biais pour

(*) Tirée du Recueil des OEuvres de Fermat. Il paroit
que cette Lettre avoit été été précédée par d’autres sur la
méme matiére ; mais je n’ai pu les recouyrer.

- —



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Ecco, pressappoco, come faccio per sapere il valore di
ciascuna partita, quando due giocatori giocano, per
esempio, tre partite e ciascuno ha messo in gioco 32
monete. Supponiamo che il primo ne abbia due e l'altro
una; essi giocano adesso una partita di cui la sorte e tale
che se la vince il primo, egli guadagna tutto il denaro che e
in gioco, cioe 64 monete; se la vince |'altro, essi sono a due
a due e di conseguenza, se essi si vogliono separare, €
necessario che ciascuno ritira la sua posta, cioe ciascuno
32 monete. Considerate, dunque, signore, che se il primo
vince, gli toccano 64 (monete); se egli perde gli toccano 32
(monete). Dunque se essi vogliono arrischiare questa
partita e separarsi senza giocarla, il primo deve dire:



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

“io sono sicuro di avere 32 monete, poiché la perdita
stessa me le da; ma per le altre 32, puo essere che le avro
io, puo essere che le avrete voi; il rischio e uguale;
dividiamo dunque queste 32 monete a meta e datemi,
oltre queste, le mie 32 che sono per me sicure”. Egli avra
dunque 48 monete e l'altro 16.

Supponiamo adesso che il primo abbia due partite e l'altro
nessuna, e che essi comincino a giocare una partita. La
sorte di questa partita e tale che se la vince il primo egli
prende tutto il denaro, 64 monete; se la vince laltro,
eccoci ricondotti al caso precedente, nel quale il primo
avra due partite e I'altro una.



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Ora noi abbiamo gia mostrato che in questo caso spettano,
a quello che ha le due partite, 48 monete: dunque se essi
non vogliono giocare questa partita, egli deve dire cosi:
“Se io la vinco, guadagnero tutto, che e 64; se la perdo, mi
apparterra legittimamente 48; datemi dunque le 48
monete che mi sono certe nel caso che io perda e
dividiamo le altre 16 a meta, perché c’e lo stesso rischio
che le vinciate voi come che le vinca io”. Cosi egli avra 48 e
8, che sono 56 monete.

Supponiamo infine che il primo non abbia che una partita
e I'altro nessuna.



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Voi vedete, signore, che se essi cominciano una nuova
partita, la sorte e tale che, se il primo la vince, egli avra
appunto due partite e pertanto, per il caso precedente, gli
apparterranno 56 (monete), se egli la perde, essi sono
pari: dunque, gli appartengono 32 monete. Dunque egli
deve dire: “Se non la volete giocare, datemi 32 monete,
che mi sono sicure, e dividiamo il resto di 56 a meta. Da 56
togliete 32, resta 24; dividete 24 a meta, prendetene 12, e
io 12, che con 32, fanno 44”.

Ora, in questo modo, voi vedete mediante le semplici
sottrazioni che, per la prima partita, gli appartengono 12
monete; per la seconda altre 12; e per 'ultima 8.
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Caso 1

AB sevince A (64,0)
| sevinceB (32,32)

A—>32+%32:48

B—>64-48=16
Caso 2
AB, se \./mce A (64,0)
sevince B (48,16)

A—)48+%16=56
B—>64-56=8
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Caso 3
A.B. se v_moe A (56,8)
se vince B (32,32)

A—>32+%24:44
B—> 64— 44=20
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372 11° LETTRE DE PASCAL

DEUXIEME LETTRE
DE PASCAL A FERMAT (").

Monsuwn,

Je ne pus vous ouvrir ma pensée entiére tou-
chant les partis de plusieurs joueurs, par I'or-
dinaire passé ; et méme j'ai quelque répugnance
a le faire, de peur qu’en ceci, cette admirable
convenance qui étoit entre nous, et qui m’étoit
si chere, ne commence a se démentir; car je
crains que nous ne soyons de différents avis sur
ce sujet. Je veux vous ouvrir toutes mes raisons,
et vous me ferez la grice de me redresser, si
jerre , ou de m’affermir, si j’ai bien rencontré.
Je vous le demande tout de bon et sincérement;
car je ne me tiendrai pour certain que quand
vous serez de mon coté.

Quand il n’y a que deux joueurs, votre mé-
thode, qui procéde par les combinaisons, est
trés-stre ; mais quand il y en a trois, je crois
avoir démonstration qu’elle est mal juste, si ce
n’est que vous y procédiez de quelque autre
maniere que je n’entends pas. Mais la méthode
que je vous ai ouverte, et dont je me sers par-
tout, est commune a toutes les conditions ima-

(*) Tirée du Recueil des OEuvres de Fermat.
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Ecco come voi procedete quando ci sono due giocatori.

Se due giocatori, giocando in piu partite, si trovano in
guesta situazione che mancano due partite al primo e tre
al secondo, per trovare la spartizione, € necessario (dite
voi) vedere in quante partite il gioco sara assolutamente
deciso. E’ agevole valutare che cio sara in quattro partite,
da dove voi concludete che e necessario vedere quanti
esiti possono avere quattro partite tra due giocatori e
vedere quante sono le combinazioni per far vincere |l
primo e quante per il secondo e dividere il denaro
seguendo questa proporzione.
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Avrei fatto fatica a capire questo discorso se non lo avessi
saputo per conto mio da prima; e anche voi |'avevate
scritto con questa idea.

Dunque per veder quanti esiti possono avere quattro
partite tra due giocatori, € necessario immaginare che essi
giochino con un dado a due facce (dato che non sono che
due giocatori) come a testa o croce e che gettino quattro
di questi dadi (poiché giocano in quattro partite); e adesso
e necessario vedere quanti assetti differenti possono avere
questi dadi. Questo e agevole da verificare: essi possono
averne sedici che e |la seconda potenza di quattro, cioe il
qguadrato.
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Immaginiamo che una delle facce sia segnata a, favorevole
al primo giocatore, e laltra b, favorevole al secondo
giocatore; dunque questi quattro dadi possono porsi in
uno di questi sedici assetti: aaaa, ..., bbbb. E poiché
mancano due partite al primo giocatore tutte le facce che
hanno due a lo fanno vincere, dunque ce ne sono per lui
11; e poiché mancano tre partite al secondo, tutte le facce
che hanno tre b lo possono far vincere; ce ne sono dunque
5. Dunque e necessario che essi dividano la somma come
11 a 5. Ecco il vostro metodo quando ci sono due giocatori

(-.).
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"4 YSAGE DV 1RIANGLE ARITH.

f o o al : o o o 0 0 e e o e
ST RS b e e vaeetoatal s

VSAGE DV TRIANGLE ARITMETIQVE,
.’POVR_ LES COMBINAISO NS,

W& E mot de, Combinaifon, a efté pris en plulieurs fens dif-
7 ferens ; de forte que pour ofter 'equinoque, ie fuis obligé
J de dire comment ie I’entends.
MR Lors que de plufieurs chofes, on donne le choix d'vn
certain iombre,, toutes les manieres d'en prendre autant
qu'il eft permis, entre toutes celles qui fonc prefentées, s'appellent icy,
les differentes combinaifons,

Par exemple, fi de quatre chofes exprimées par ces quatre lettres,
A, B, C, D, on permet d'en prendre, par exemple, deux quelcon-
ques ; toutes les manieres d’en prendre deux differentes dans les qua-
tre qui font propefées, sappellent, Coméinaifons,

Ainfi on trouuera par experience ,qu'il ya fix manieres differentes
d’en choifir deux dans quatre; car on peut prendre, A & B, ou A & C,
ou,A& D,ouB,& C,ouB&D,ouC, & D. ,

Ienecontepas, A, & A, pour vnedes manieres d’en prendre deus,
car ce ne font pas des chofes differentes,, ce v'en eft qu'vne repetée, -

Ainfiie necontepas A, & B, & puis, B & A, pour deux manieres
differentes , caron ne prend en I'vne & en l'autre maniere que les deux
mefmes chofes, mais d'vn ordre different feulement, & ie ne prends
pointgarde a l'ordre; de forte que ic pouuois m’expliquer en vn mot
a ceux qui ont accouftumé de confiderer les combinaifons , en difane
fimplement que ie parle feulement des combinaifons qui fe font fans
changer I'ordre.

On trouuera de mefme par experience,, qu'il ya quatre manieres de
prendre trois chofes dans quatre, car on peut prendre, ABC, ou
ABD,ou ACD, ou BCD.

Enfin on trouuera qu’on n’en peut prendre quatre dans quatre qu'en
vhe maniere, {cauoir, ABC D.

Ie parleray donc en ces termes.

1 dans 4 fecombine 4 fois.
2 dans 4 fe combine 6 fois.
3 dans 4 fecombine 4 fois.
4 dans 4 fe combine 1 fois.
Ol ainf, .
La moltitade des combinaifons de 1 dans 4 eft 4.
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ARITHMETIQUVE 11
Aduertiffement.

On peut tirer de ld beanconp &’ autres proportions que ic fupprime,
arce que chacan les peut facilement conclurre , ¢ gue cenx qui £y
Youdront attacher en trouuncront pent cfire de plus belles que celles gue
#e pourrois donner. Ie finis donc par le Probleme fuinant , gui fait
U wecompliffement de ce traitté.

i PROBLEME.

Eftant donnez les expofansdes rangsperpendiculaire &
parallele d’vne cellule , trouuer le nombre de la cellule,

ns {e {ernir du Triangle Arithmerique.

Soit par exemple propofé de trouuer le nombre de la
cellule &, du cinquiefme rang perpendiculaire, & du troi-
fiefme rang parallele.

Avyant pris tous les nombres qui precedent 'expofant du
perpendiculaire §. {cauoir 1, 2,3, 4;

Soient pris autant de nombres naturels , 2 commencer
par expofant du parallele 3, fcauoir s, 4, 5, 6.

Soient multipliez les premiers’vn par I'autre, & foit e
produit 24. Soient multipliez lesautres I'vn par l'autre, &
foit le produit 360. qui divifé par 'aucre prodizlit 24.donne
pour quotient 15. Ce quotient eft lenombre cherché.

Car £ eft a la premiere defa bafe V, en raifon compoféede toutes
les raifons des cellules d’entre deux, c'eft 4 dire,

 EeftaV,enraifoncomp.defap +;aKtKaQ+Qav
Rl o mid Lo 33?\1

ou
par lz 12. Confeq, R4 4h% AR 6AL
% oy il
DoncfetaV Commejengengsen6.a4enjenzent,
Mais V eft I'vnit¢ ; donc £, eft le quotient de la diuifion du pro-
duit de 3 en 4 en 5 en 6. par le produitde 4 enjen2en .

Aduertiffement.

8i le generatenr wefloit pas Uynite il euft fullu multiplicr le G0
tient par le generatens.
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Per capire le regole delle parti, la prima cosa che e necessaria e
considerare che il denaro che i giocatori hanno messo in gioco
non appartiene piu a loro, perché essi ne hanno lasciata la
proprieta; ma essi hanno ricevuto in compenso il diritto di
aspettarsi quello che il caso gli puo dare, secondo le condizioni
che essi hanno prima stabilito.

Ma, poiché e una legge volontaria, essi possono, in via
amichevole, romperla; e cosi, in qualunque situazione si trovi il
gioco, essi possono lasciarlo, e al contrario di quello che hanno
fatto entrandoci, rinunciare all’attesa del caso, e rientrare
ciascuno nella proprieta di qualche cosa. E in questo caso il
regolamento di quello che deve loro appartenere deve essere
proporzionale a quello che essi avevano diritto di sperare dalla
fortuna (...).
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Primo corollario

Se due giocatori giocano a un gioco puramente casuale, a
condizione che se il primo vince otterra una certa somma,
e se perde gli arrivera una somma minore, se essi vogliono
separarsi senza giocare e prendere ciascuno cio che gli
appartiene, la divisione e che il primo prende cio che gli
arriva in caso di perdita e inoltre la meta dell’eccesso di
quanto cio che gli arriverebbe in caso di vincita sorpassa
cio che otterrebbe in caso di perdita.



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

Problema | — Proposizione |

Essendo proposti due giocatori, a ciascuno dei quali
manchi un certo numero di partite per terminare, trovare
mediante il triangolo aritmetico, la spartizione che e
necessario fare (...) rispetto alle partite che mancano a
ciascuno.

Sia presa nel triangolo la base nella quale ci sono tante
celle quante partite mancano insieme ai due (giocatori):
poi siano prese in questa base tante celle continue, a
cominciare dalla prima, quante partite mancano al primo
giocatore e si prenda la somma dei loro numeri. Dunque
restano tante celle quante partite mancano all’altro. Si
prende ancora la somma dei loro numeri.
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Queste somme stanno fra loro reciprocamente come i
vantaggi dei giocatori; di modo che se la somma che essi
giocano e uguale alla somma dei numeri di tutte le celle
della base, apparterra a ciascuno quello che e contenuto
in altrettante celle quante partite mancano all’altro; e se
essi giocano unaltra somma, ne apparterra in
proporzione.

Per esempio, si abbiano due giocatori, al primo dei quali
manchino due partite e all’altro 4; e necessario trovare la
spartizione.

Siano aggiunti questi due numeri 2 e 4, sia la loro somma
6; sia presa la sesta base del triangolo aritmetico Pd, nella
quale ci sono di conseguenza seicelle P, M, F, w, S, d.
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Siano prese tante celle, a cominciare dalla prima P, quante
partite manchino al primo giocatore, cioe le prime due
PM; dunque ne restano tante quante le partite dell’altro,
cioed4, Fw,S, d.

Dico che il vantaggio del primo sta al vantaggio del
secondo come F+w+S+d sta a P+M, cioe se la somma che
si gioca e uguale a P+M+F+w+S+d, appartiene a quello al
guale mancano due partite la somma delle quattro celle
d+S+w+F e a quello al quale mancano quattro partite, la
somma delle due celle P+M. E se essi giocano un’altra
somma, ne appartiene loro in proporzione.
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E, per dirlo in generale, qualunque somma essi giochino,
appartiene al primo una porzione espressa da questa
frazione (F+w+S+d)/(P+M+F+w+S+d) il cui numeratore ¢ la
somma delle 4 celle dellaltro e il denominatore e la
somma di tutte le celle; e allaltro (appartiene) una
porzione espressa da guesta frazione
(P+M)/(P+M+F+w+S+d) il cui numeratore e la somma
delle due celle dell’altro e il denominatore e la stessa
somma di tutte le celle.
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E se manca una partita all’'uno, e 5 all’altro, appartiene al
primo la somma delle prime 5 celle P+M+F+w+S e all’altro
la somma della cella d. E se mancano 6 partite all’'uno e 2
all’altro, la spartizione si trovera nell’'ottava base, nella
qguale le prime sei celle contengono cio che appartiene a
quel (giocatore) a cui mancano due partite, e le altre due
appartengono a quello a cui ne mancano sei; e cosi
all’infinito.
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Lemma

Se due giocatori giocano un gioco d’azzardo, a condizione che
se il primo vince gli apparterra una porzione qualunque sulla
somma che essi giocano, espressa da una frazione e che, se egli
perde, gli apparterra una porzione minore della stessa somma,
espressa da un’altra frazione: se essi vogliono separarsi senza
giocare, la condizione della spartizione si trovera in questo
modo. Siano ridotte le due frazioni allo stesso denominatore, se
esse non lo sono; sia presa una frazione il cui denominatore sia
la somma dei due denominatori, e il denominatore doppio dei
precedenti; questa frazione esprime la porzione che appartiene
al primo (giocatore) sulla somma che e in gioco.
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