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Fase embrionale del calcolo delle probabilità

• formulazione di alcuni problemi caratteristici (giochi di 
dadi, problema della divisione della posta nel caso di 
partita interrotta) 

• comparsa di alcune tecniche caratteristiche (calcolo 
combinatorio)



Cardano,
Liber de ludo aleae



Cardano, Liber de ludo aleae

Struttura

32 brevi capitoli

cap. 1-8, 10: considerazioni su vari aspetti del gioco

cap. 9, 11-15: gioco dei dadi

cap. 16-30, 32: giochi di carte

cap. 31: astragali



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 9: giochi con dadi di sei facce

– in sei tiri si dovrebbero verificare i sei punti
– introduzione delle nozioni di “circuito”, come insieme 
di tutti i lanci possibili, e di “uguaglianza”, come 
situazione di simmetria tra i lanci possibili

– esempio: caso dei tre punti (1, 3, 5) che si presentano 
con la stessa facilità dei tre punti (2, 4, 6)



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 11: gioco con due dadi di sei facce

– presenza di sei punteggi con facce uguali: 
(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), 
– di 15 punteggi con facce disuguali: (1,2), (1,3), (1,4), … 
, (4,6), (5,6)
– e di altri 15 punteggi simmetrici con facce disuguali. 
Si hanno in tutto 36 possibilità diverse.
– il numero di lanci contenenti almeno un 1 è 11 rispetto 
al circuito di 36.



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 12:  gioco con tre dadi di sei facce
1. tre facce uguali: (1, 1, 1), …, (6, 6, 6)
2. due facce uguali e una diversa:
(1, 1, 2),…, (1, 1, 6)
(2, 2, 1),…, (2, 2, 6)
(3, 3, 1),…, (3, 3, 6)
(4, 4, 1),…, (4, 4, 6)
(5, 5, 1),…, (5, 5, 6)
(6, 6, 1),…, (6, 6, 5)
sono in tutto 30 (essendoci 6 possibilità per le facce uguali e 
5 per le altre); 



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 12:  gioco con tre dadi di sei facce
ogni tripla occorre 3 volte (per esempio, (1, 1, 2),  
(1, 2, 1), (2, 1, 1)); dunque,  in totale sono 90.
3. tre facce differenti
(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 2, 6), …
che sono in tutto 20; ognuna di queste può variare 6 
volte (considerando le loro permutazioni). Dunque, sono 
in totale 120.
– Facendo il conteggio totale: 6+90+120=216.



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 13:  questioni sulla somma di punti 
caso di due dadi
– per esempio, il punteggio 10 si può avere in due modi, 
(4,6) e (5,5), ma il primo ha il reciproco (6,4) e si hanno 
dunque 3 possibilità sulle 36 complessive, 
ovvero 1/12 del ‘circuito’ e 1/6 della ‘uguaglianza’.
caso di tre dadi
– ragionamenti analoghi con calcoli svolti caso per caso, 
come nella tabella.



Cardano,
Liber de ludo aleae

cap. 13:  tabella sulla somma di 
punti  nel caso di tre dadi



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 31:  astragali, quattro facce 1, 3, 4, 6

lanci con 4 astragali:
1. facce tutte uguali
(1, 1, 1, 1), (3, 3, 3, 3), (4, 4, 4, 4) (6, 6, 6, 6)
in totale, 4.
2. tre facce uguali
(1, 1, 1, 3), (1, 1, 1, 4), (1, 1, 1, 6),
(3, 3, 3, 1), (3, 3, 3, 4), (3, 3, 3, 6),
(4, 4, 4, 1), (4, 4, 4, 3), (4, 4, 4, 6),
(6, 6, 6, 1), (6, 6, 6, 3), (6, 6, 6, 4)
che sono in tutto 12; ognuna di queste può variare 4 volte. Dunque, sono in
totale 48.



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 31: astragali

3. due facce uguali a coppie (tipo1)
(1, 1, 3, 3), (1, 1, 4, 4), (1, 1, 6, 6),
(3, 3, 4, 4), (3, 3, 6, 6), (4, 4, 6, 6)
che sono in tutto 6; ognuna può variare 6 volte. Dunque, sono in totale 36.
4. due facce uguali (tipo2)
(1, 1, 3, 4), (1, 1, 3, 6), (1, 1, 4, 6),
(3, 3, 1, 4), (3, 3, 1, 6), (3, 3, 4, 6),
(4, 4, 1, 3), (4, 4, 1, 6), (4, 4, 3, 6),
(6, 6, 1, 3), (6, 6, 1, 4), (6, 6, 3, 4)
che sono in tutto 12; ognuna di queste può variare 12 volte. Dunque, sono in
totale 144.



Cardano, Liber de ludo aleae

cap. 31: astragali
5. facce tutte diverse
(1, 3, 4, 6)
che sono in tutto 24.

Conto finale: 4 + 48 + 36 + 144 + 24 = 256
Tipo 1 4
Tipo 2 48
Tipo 3 36
Tipo 4 144
Tipo 5 24
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Galileo, 
Considerazione sopra 
il giuoco de’ dadi



Il problema delle parti

Due giocatori giocano a un gioco casuale, avendo messo
inizialmente una posta. Vince il primo che si aggiudica un
numero determinato di partite. Se essi devono lasciare il
gioco prima che esso sia concluso, ci si chiede come deve
essere divisa la posta totale.
– varie formulazioni e tentativi di risoluzione (tra cui, Luca
Pacioli, Cardano, Tartaglia)
– considerazione del numero di partite vinte dai giocatori



Pascal a Fermat, 
29 luglio 1654



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Ecco, pressappoco, come faccio per sapere il valore di
ciascuna partita, quando due giocatori giocano, per
esempio, tre partite e ciascuno ha messo in gioco 32
monete. Supponiamo che il primo ne abbia due e l’altro
una; essi giocano adesso una partita di cui la sorte è tale
che se la vince il primo, egli guadagna tutto il denaro che è
in gioco, cioè 64 monete; se la vince l’altro, essi sono a due
a due e di conseguenza, se essi si vogliono separare, è
necessario che ciascuno ritira la sua posta, cioè ciascuno
32 monete. Considerate, dunque, signore, che se il primo
vince, gli toccano 64 (monete); se egli perde gli toccano 32
(monete). Dunque se essi vogliono arrischiare questa
partita e separarsi senza giocarla, il primo deve dire:



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

“io sono sicuro di avere 32 monete, poiché la perdita
stessa me le dà; ma per le altre 32, può essere che le avrò
io, può essere che le avrete voi; il rischio è uguale;
dividiamo dunque queste 32 monete a metà e datemi,
oltre queste, le mie 32 che sono per me sicure”. Egli avrà
dunque 48 monete e l’altro 16.
Supponiamo adesso che il primo abbia due partite e l’altro
nessuna, e che essi comincino a giocare una partita. La
sorte di questa partita è tale che se la vince il primo egli
prende tutto il denaro, 64 monete; se la vince l’altro,
eccoci ricondotti al caso precedente, nel quale il primo
avrà due partite e l’altro una.



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Ora noi abbiamo già mostrato che in questo caso spettano,
a quello che ha le due partite, 48 monete: dunque se essi
non vogliono giocare questa partita, egli deve dire così:
“Se io la vinco, guadagnerò tutto, che è 64; se la perdo, mi
apparterrà legittimamente 48; datemi dunque le 48
monete che mi sono certe nel caso che io perda e
dividiamo le altre 16 a metà, perché c’è lo stesso rischio
che le vinciate voi come che le vinca io”. Così egli avrà 48 e
8, che sono 56 monete.
Supponiamo infine che il primo non abbia che una partita
e l’altro nessuna.



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Voi vedete, signore, che se essi cominciano una nuova
partita, la sorte è tale che, se il primo la vince, egli avrà
appunto due partite e pertanto, per il caso precedente, gli
apparterranno 56 (monete), se egli la perde, essi sono
pari: dunque, gli appartengono 32 monete. Dunque egli
deve dire: “Se non la volete giocare, datemi 32 monete,
che mi sono sicure, e dividiamo il resto di 56 a metà. Da 56
togliete 32, resta 24; dividete 24 a metà, prendetene 12, e
io 12, che con 32, fanno 44”.
Ora, in questo modo, voi vedete mediante le semplici
sottrazioni che, per la prima partita, gli appartengono 12
monete; per la seconda altre 12; e per l’ultima 8.



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Caso 1

Caso 2



Pascal a Fermat, 29 luglio 1654

Caso 3



Pascal a Fermat,  
24 agosto 1654



Pascal a Fermat, 24 agosto 1654

Ecco come voi procedete quando ci sono due giocatori.
Se due giocatori, giocando in più partite, si trovano in
questa situazione che mancano due partite al primo e tre
al secondo, per trovare la spartizione, è necessario (dite
voi) vedere in quante partite il gioco sarà assolutamente
deciso. E’ agevole valutare che ciò sarà in quattro partite,
da dove voi concludete che è necessario vedere quanti
esiti possono avere quattro partite tra due giocatori e
vedere quante sono le combinazioni per far vincere il
primo e quante per il secondo e dividere il denaro
seguendo questa proporzione.



Pascal a Fermat, 24 agosto 1654

Avrei fatto fatica a capire questo discorso se non lo avessi
saputo per conto mio da prima; e anche voi l’avevate
scritto con questa idea.
Dunque per veder quanti esiti possono avere quattro
partite tra due giocatori, è necessario immaginare che essi
giochino con un dado a due facce (dato che non sono che
due giocatori) come a testa o croce e che gettino quattro
di questi dadi (poiché giocano in quattro partite); e adesso
è necessario vedere quanti assetti differenti possono avere
questi dadi. Questo è agevole da verificare: essi possono
averne sedici che è la seconda potenza di quattro, cioè il
quadrato.



Pascal a Fermat, 24 agosto 1654

Immaginiamo che una delle facce sia segnata a, favorevole
al primo giocatore, e l’altra b, favorevole al secondo
giocatore; dunque questi quattro dadi possono porsi in
uno di questi sedici assetti: aaaa, …, bbbb. E poiché
mancano due partite al primo giocatore tutte le facce che
hanno due a lo fanno vincere, dunque ce ne sono per lui
11; e poiché mancano tre partite al secondo, tutte le facce
che hanno tre b lo possono far vincere; ce ne sono dunque
5. Dunque è necessario che essi dividano la somma come
11 a 5. Ecco il vostro metodo quando ci sono due giocatori
(…).



Pascal a Fermat, 
24 agosto 1654, Tabella
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Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

Per capire le regole delle parti, la prima cosa che è necessaria è
considerare che il denaro che i giocatori hanno messo in gioco
non appartiene più a loro, perché essi ne hanno lasciata la
proprietà; ma essi hanno ricevuto in compenso il diritto di
aspettarsi quello che il caso gli può dare, secondo le condizioni
che essi hanno prima stabilito.
Ma, poiché è una legge volontaria, essi possono, in via
amichevole, romperla; e così, in qualunque situazione si trovi il
gioco, essi possono lasciarlo, e al contrario di quello che hanno
fatto entrandoci, rinunciare all’attesa del caso, e rientrare
ciascuno nella proprietà di qualche cosa. E in questo caso il
regolamento di quello che deve loro appartenere deve essere
proporzionale a quello che essi avevano diritto di sperare dalla
fortuna (…).



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

Primo corollario
Se due giocatori giocano a un gioco puramente casuale, a
condizione che se il primo vince otterrà una certa somma,
e se perde gli arriverà una somma minore, se essi vogliono
separarsi senza giocare e prendere ciascuno ciò che gli
appartiene, la divisione è che il primo prende ciò che gli
arriva in caso di perdita e inoltre la metà dell’eccesso di
quanto ciò che gli arriverebbe in caso di vincita sorpassa
ciò che otterrebbe in caso di perdita.



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

Problema I – Proposizione I
Essendo proposti due giocatori, a ciascuno dei quali
manchi un certo numero di partite per terminare, trovare
mediante il triangolo aritmetico, la spartizione che è
necessario fare (…) rispetto alle partite che mancano a
ciascuno.
Sia presa nel triangolo la base nella quale ci sono tante
celle quante partite mancano insieme ai due (giocatori):
poi siano prese in questa base tante celle continue, a
cominciare dalla prima, quante partite mancano al primo
giocatore e si prenda la somma dei loro numeri. Dunque
restano tante celle quante partite mancano all’altro. Si
prende ancora la somma dei loro numeri.



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

Queste somme stanno fra loro reciprocamente come i
vantaggi dei giocatori; di modo che se la somma che essi
giocano è uguale alla somma dei numeri di tutte le celle
della base, apparterrà a ciascuno quello che è contenuto
in altrettante celle quante partite mancano all’altro; e se
essi giocano un’altra somma, ne apparterrà in
proporzione.
Per esempio, si abbiano due giocatori, al primo dei quali
manchino due partite e all’altro 4; è necessario trovare la
spartizione.
Siano aggiunti questi due numeri 2 e 4, sia la loro somma
6; sia presa la sesta base del triangolo aritmetico Pd, nella
quale ci sono di conseguenza sei celle P, M, F, w, S, d.



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

Siano prese tante celle, a cominciare dalla prima P, quante
partite manchino al primo giocatore, cioè le prime due
P,M; dunque ne restano tante quante le partite dell’altro,
cioè 4, F, w, S, d.
Dico che il vantaggio del primo sta al vantaggio del
secondo come F+w+S+d sta a P+M, cioè se la somma che
si gioca è uguale a P+M+F+w+S+d, appartiene a quello al
quale mancano due partite la somma delle quattro celle
d+S+w+F e a quello al quale mancano quattro partite, la
somma delle due celle P+M. E se essi giocano un’altra
somma, ne appartiene loro in proporzione.



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

E, per dirlo in generale, qualunque somma essi giochino,
appartiene al primo una porzione espressa da questa
frazione (F+w+S+d)/(P+M+F+w+S+d) il cui numeratore è la
somma delle 4 celle dell’altro e il denominatore è la
somma di tutte le celle; e all’altro (appartiene) una
porzione espressa da questa frazione
(P+M)/(P+M+F+w+S+d) il cui numeratore è la somma
delle due celle dell’altro e il denominatore è la stessa
somma di tutte le celle.



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665)

E se manca una partita all’uno, e 5 all’altro, appartiene al
primo la somma delle prime 5 celle P+M+F+w+S e all’altro
la somma della cella d. E se mancano 6 partite all’uno e 2
all’altro, la spartizione si troverà nell’ottava base, nella
quale le prime sei celle contengono ciò che appartiene a
quel (giocatore) a cui mancano due partite, e le altre due
appartengono a quello a cui ne mancano sei; e così
all’infinito.



Pascal, Traité du triangle arithmétique, 1654 (1665), 2

Lemma
Se due giocatori giocano un gioco d’azzardo, a condizione che
se il primo vince gli apparterrà una porzione qualunque sulla
somma che essi giocano, espressa da una frazione e che, se egli
perde, gli apparterrà una porzione minore della stessa somma,
espressa da un’altra frazione: se essi vogliono separarsi senza
giocare, la condizione della spartizione si troverà in questo
modo. Siano ridotte le due frazioni allo stesso denominatore, se
esse non lo sono; sia presa una frazione il cui denominatore sia
la somma dei due denominatori, e il denominatore doppio dei
precedenti; questa frazione esprime la porzione che appartiene
al primo (giocatore) sulla somma che è in gioco.
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