 CON LO SGUARDO RIVOLTO AI GIGANTI
Lo studio della matematica attraverso le fonti originali
Noi tutti insegnanti di matematica, ci rendiamo conto della iniqua considerazione della scuola italiana che vede nelle discipline umanistiche una supremazia rispetto alle discipline scientifiche,  da sempre considerate le cenerentole della cultura. E così, nel tentativo di assurgere per lo meno  a comprimarie, le nostre discipline rincorrono le altre,  ricercando contatti con la storia, l’arte, la letteratura … e noi, poveri insegnanti di matematica (ma lo stesso dicasi per gli insegnanti di fisica e scienze) dobbiamo improvvisarci storici, artisti e letterati. 
Sono perfettamente d’accordo che l’approccio storico agli argomenti  sia fortemente  motivante: comprendere che le scoperte sono avvenute  per passi successivi,  talvolta anche per caso o per gioco potrebbe togliere l’aura di misterioso e, direi malefico per molti studenti, di cui questa nostra disciplina è circondata. 
 Basta leggere questa lettera di Simone Weil scritta nel 1931, per avere tutte le adeguate motivazioni ad un approccio storico:
Caro collega, 
In risposta al questionario che mi ha inviato sull'insegnamento storico delle scienze, non posso far altro che raccontarle un'esperienza da me fatta quest'anno durante il mio corso (classe di filosofia nel liceo femminile del Puy). Le mie Allieve, come la maggioranza degli studenti, consideravano le differenti scienze un insieme di nozioni morte il cui ordine è quello dato dai testi. Esse non avevano alcuna idea né dei legame tra le scienze, né dei metodi che hanno permesso di crearle. In breve, si può dire che ciò che sapevano delle scienze era il contrario di una cultura.
Tutto ciò mi rendeva molto difficile l'esposizione della parte del programma di filosofia intitolata Il metodo nelle scienze.
Io ho spiegato loro che le scienze non sono conoscenze gira fatte esposte nei testi ad uso degli ignoranti, ma conoscenze acquisite per mezzo di metodi completamente distinti dai metodi di esposizione che esse trovavano nei testi. Ho proposto loro qualche lezione supplementare di storia delle scienze; esse hanno accettato e le hanno seguite tutte, pur senza avere alcun obbligo.
Ho loro abbozzato rapidamente lo sviluppo delle matematiche, coordinandolo all'opposizione tra il continuo e il discontinuo, e vedendolo come sforzo per ricondurre il continuo al discontinuo, il cui primo momento è la misura. Ho raccontato loro la storia della geometria greca (triangoli simili [Talete e le piramidi], teorema di Pitagora, scoperta degli incommensurabili con la crisi che ne è risultata, soluzione dovuta alla teoria delle proporzioni di Eudosso, scoperta delle coniche (come sezioni del cono, metodo di esaustione) e della geometria dell'inizio dei tempi moderni (algebra, geometria analitica, principio del calcolo differenziale e integrale). Ho spiegato loro - cosa che nessuno si era preso la briga di fare - in qual modo il calcolo infinitesimale sia stato la premessa all'applicazione della matematica alla fisica e poi all'attuale progresso della fisica stessa. Tutto questo è stato seguito da tutte le allieve, anche dalle più digiune di scienza, con appassionato interesse, ed è stato fatto facilmente in sei-sette ore supplementari
La mancanza di tempo e le mie scarse cognizioni non mi hanno permesso di fare altrettanto con la meccanica e la fisica; ho potuto soltanto raccontare loro frammenti della storia di tali scienze. Le allieve avrebbero desiderato saperne di più.
Al termine di questa serie di lezioni ho letto loro il questionario sull'insegnamento storico delle scienze e tutte hanno approvato entusiasticamente l'idea di un tale insegnamento. Esse dicevano che solo un simile insegnamento può rendere umana la scienza per gli allievi invece che una specie di dogma che bisogna credere senza mai sapere perché.
Tale esperienza dunque conferma definitivamente la vostra idea sotto tutti i punti di vista.
Simone Weil
professoressa di filosofia al Liceo femminile del Puy
La lettera, e la nostra esperienza, mette in evidenza che un limite della pratica dell’insegnamento della matematica è la mancanza di motivazione che forniamo ai concetti astratti; come risultato la maggior parte degli studenti vede la matematica come un insieme di regole arbitrarie, estraneo al modo reale. Ma anche se riuscissimo a convincere gli studenti che le cose che insegniamo  sono davvero utili, perché rappresentano il “linguaggio della scienza”, perché ciò dovrebbe garantire l’insorgere dell’interesse ed  entusiasmo per questa materia? Per molte persone, l’emozione di fronte ad un evento  o a un oggetto deriva dal riconoscere in esso un atto creativo  e artistico. La necessità della matematica, può fornire una tale visione artistica? Certamente no.
 Altro grave inconveniente del nostro approccio attuale è che priva gli studenti del senso che la matematica è un processo: anche coloro che hanno avuto una buona dose di matematica al liceo o all'università, hanno visto solo una struttura che all’apparenza è  pietrificata, senza alcuna traccia della sua origine come atto creativo dell’intelletto umano.
Per un romanziere, poeta, pittore e filosofo l’osservazione e lo studio  dei classici è una fonte costante di ispirazione, così come lo è per  i matematici di professione, e tutti quanti loro  hanno da tempo riconosciuto l'importanza di studiare il lavoro originale, le tecniche e le scoperte dei maestri classici. Così facendo, essi non perdono la comprensione di come, nel corso dei secoli,  le persone hanno lottato e creato opere d'arte e questo tramandano ai loro giovani studenti-artisti che si vedono come parte di una tradizione creativa.
Purtroppo, noi insegnanti di matematica abbiamo perso questo senso della tradizione nella nostra disciplina, e forse possiamo incolpare gran parte di questa perdita, proprio l’eccezionale sviluppo avuto dalla matematica nell’ultimo secolo, perché ci ha fatto  preoccupare essenzialmente di fornire i nostri studenti  dei contenuti, ma privandoli della prospettiva storica di essi. 
Ora, se fosse solo una questione di informare i nostri studenti che "tutto questo viene da qualche parte", il  rimedio di offrire riferimenti sulla storia della matematica potrebbe in un primo momento sembrare sufficiente. Ma il ridurre l’approccio storico alla sola narrazione di aneddoti,  ci riporta al considerare la nostra disciplina, meno interessante della  storia, sia pur essa, la “sua” storia. E così, spesso tale approccio finisce con il parlare sulla matematica senza realmente fare matematica. Quindi l’approccio cambia da “fare la storia della matematica” a “fare matematica con la sua storia” 
 Un altro limite che si può riconoscere agli attuali libri di testo che affrontano la storia della matematica, è che essi prediligono  dilungarsi sulla storia antica della matematica,  trascurando l’epoca più moderna a partire dal ‘700 in poi. E questo non ci permette di fare matematica: infatti, pur essendo la matematica babilonese molto interessante e utile nell’intento di far riconoscere l’umanità del pensiero matematico,  è anche vero che è scarsamente rilevante per le cose che la maggior parte degli studenti imparano nei loro corsi di studi. Così il semplicemente aggiungere note biografiche o aneddoti storici possono aiutarci nel dare una dimensione umana alla nostra materia, ma essi fanno poca luce sulla matematica vera.
L’opinione di un gruppo di ricercatori americani, sull’esperienza dei quali mi sono ispirata per il mio lavoro, è di integrare il corso di matematica con lo studio delle fonti originali, presentando queste fonti per motivare le moderne teorie che esse hanno generato. Essi hanno sperimentato tale approccio sia a livello di corsi universitari, dove lo studio delle fonti è stato essenziale per comprendere non solo l’origine di certe tematiche, ma anche le loro possibili evoluzioni, rendendo operative le parole di Abel “mi sembra che se si vuole fare progressi in matematica, si devono studiare i maestri e non gli allievi”, sia a livello di studenti delle superiori, con laboratori estivi. I risultati ottenuti sono quelli sperati: gli studenti vedono la matematica sotto un altro aspetto e essi stessi vi si relazionano differentemente. La matematica non è più una raccolta di cose calate dall’alto, scorrelate  al loro interno e non connesse con l’esterno, ma diventa un tutt’uno, una forma d’arte.  Leggendo le fonti originali gli studenti possono essere avvicinati all’esperienza della creazione matematica, senza un interprete intermediario. Possono così rendersi conto della tenacia, delle false partenze e i trionfi di coloro che la praticano, i momenti salienti che hanno rivoluzionato il pensiero matematico. Inoltre, gli studenti vengono a conoscenza del modo in cui la matematica è praticata: attraverso la ricerca, le pubblicazioni e le discussioni che ne seguono: la matematica non progredisce leggendo libri di testo, ma articoli di ricerca. 
Ora, tutto questo richiederebbe un aumento del tempo da dedicare alla nostra disciplina, cosa di cui purtroppo non abbiamo disponibilità,  quindi ho pensato di chiedere collaborazione ai colleghi di lingua inglese e latina. 
Ho così scelto di trattare la nascita del calcolo, perché bene sintetizza tutti gli aspetti suddetti: è un argomento  la cui nascita prevede un lungo periodo di gestazione, dalla matematica dell’antica Grecia fino alla fine del 1600 e poi una sua rapida evoluzione, quindi un lungo percorso che poi termina con un atto creativo che è stato rivoluzionario; mette in evidenza il modo con cui le idee venivano scambiate: dagli Acta Eruditorum, mensile scientifico tedesco dove venivano pubblicati gli articoli dei più eminenti scienziati e matematici dell’epoca, alle epistole che si scambiavano e che evidenziano il mutare dei rapporti tra di essi, testimoniando la dura disputa sulla paternità, tra Lebniz e Newton.
Si trattava quindi di trovare le fonti originali, da poter leggere, in parte,sia in latino e in inglese e  le versioni tradotte in italiano. Durante la ricerca tramite internet, ho trovato il sito di un docente universitario americano Dr. Gary S. Stoudt, il quale tiene da anni un corso di matematica usando fonti originali e di cui fornisce anche  un percorso possibile e i riferimenti per farlo. Non  era possibile seguire tale percorso, in quanto utilizza un  testo (Roland Calinger: Classics of Mathematics ) che contiene tutte le fonti originali (versione in  inglese) che servono, però è stato di “conforto” per la mia scelta e guida  per proseguire il lavoro.
Il percorso indicato  per affrontare l’argomento della nascita del calcolo è il seguente 
· Lettura  da "Sulla trasformazione e semplificazione delle equazioni dei Luoghi “ – Pierre de Fermat 
· * Biografia di Leibniz. 
· * Lettura da  "Nova methodus  pro maximis et minimis , itemque  tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus "-Gottfried Wilhelm Leibniz 
· Lettura da  "Supplementum geometriae dimensoriae. . . " in Acta Eruditorum (Il teorema fondamentale del calcolo)-Gottfried Wilhelm Leibniz 
· * Biografia di Newton 
· Lettura da  Specimens of a Universal [System of] Mathematics-Isaac Newton 
· Lettura da una lettera a Henry Oldenburg sulle serie binomiali (13 giugno 1676)-Isaac Newton 
· * Lettura da una lettera a Henry Oldenburg su un Metodo Generale per le Quadrature (24 ottobre ,1676)-Isaac Newton 
· * Lettura da  Principia Mathematica (sulle prime e ultime ragioni: la teoria dei limiti)-Isaac Newton 
· * Lettura dall’Introduzione al trattato De quadratura curvarum Isaac Newton 
Non tutte le letture della scaletta sono state o verranno fatte, sia per motivi di tempo, sia perché non sono state reperite le fonti, ma a questo elenco mi sono ispirata per estrarre  le letture da proporre in classe e sono quelle contrassegnate da un asterisco. Al momento, sono state fatte le letture relative all’introduzione delle derivate, sebbene sia stato fatto vedere la connessione tra i due problemi. Quando sarà il momento di introdurre il calcolo integrale, si proporranno le letture rimanenti.
Con i colleghi di inglese e di latino ho concordato le lettura che potevano fare durante le loro ore di lezione:
l’insegnante di inglese ha proposto la lettura della biografia di  Newton e una introduzione storica al  del De Analysys, in cui Newton pone le basi del calcolo e che da origine alla questione della disputa tra Leibniz e Newton (All2, All3)
l’insegnante di latino ha proposto la lettura del “Nova methodus ..” traducendo quelle che sono le regole introdotte da Leibniz stesso per il suo metodo e la introduzione del “ De Analisi per aequationes infinitas” (All4, All5)
Da parte mia, ho proceduto seguendo i seguenti passi :
1. Perché il problema delle tangenti e del calcolo delle aree è divenuto a un certo momento storico così importante:
2. Come la gente di scienza dell’epoca ha cercato e trovato soluzioni al problema della tangenti (Cartesio, De Beaune,  Fermat ) evidenziando pregi e limiti di applicabilità; in particolare ci siamo soffermati sulla tecnica dell’adequazione di Fermat, con sue applicazioni semplici e esempio di criticità nel caso di equazioni contenenti espressioni irrazionali della variabile.
3. Dopo la lettura del Nova Methodus con l’insegnante di latino, ho ripreso i contenuti applicandoli a esempi concreti, quali la ricerca di tangenti a curve di secondo grado, quali ellisse e iperboli, giungendo a dimostrare il metodo introdotto in terza, ma senza darne spiegazione, della regola dello sdoppiamento.
4. Definizione classica del concetto di derivata in un punto e il calcolo della tangente con le derivate, osservando analogie e differenze con il metodo di Leibniz e facendo apprezzare che con esso riusciamo a trovare tangenti anche per curve la cui espressione analitica non sia rappresentata da una funzione. esempi di esercizi proposti
5. Lettura (traduzione italiana dall’originale in latino) del Nova Methodus, riguardo il legame tra crescita delle grandezze e loro differenziale e l’introduzione del differenziale del differenziale come introduzione al concetto di derivata seconda e il legame con la concavità della curva. 
6. Lettura (traduzione italiana dall’originale in latino) del “De quadratura Curvarum” per la parte che definisce,  attraverso  il concetto di flussione e di fluente, l’approccio di Newton alla risoluzione del problema della quadratura .


1- IL PROBLEMA DELLE TANGENTI AD UNA CURVA.
Perché è così importante poter calcolare la retta tangente a una curva? La necessità di tale richiesta  si vede chiaramente prendendo spunto dalla fisica e in primo luogo dal calcolo della velocità di un corpo, che nell’epoca dello sviluppo delle teorie copernicane, e della meccanica diventa urgente. I nostri studenti già da tempo, sanno calcolare la velocità media tenutasi lungo un tragitto tra due istanti t1 e t2. Poniamo ora il seguente problema:
Pb 1): Nota la legge oraria con cui un corpo si muove, determinare la sua velocità al tempo  t0. AD esempio sia x(t)=3t2+2t la legge oraria. Si può rappresentare tale legge i un piano cartesiano. Se si considerano due istanti di tempo t1  e t2, la velocità media è espressa da x(t2)-x(t1)/t2-t1.
 Possiamo renderci conto che la velocità media rappresenta il coefficiente angolare della retta secante e quindi  la velocità istantanea rappresenta  il coefficiente angolare della retta tangente. 

 Ecco quindi che avere un metodo per determinare la retta tangente e più precisamente la sua pendenza,  risolverebbe questo problema fisico e come questo, molti altri, tutti quelli in cui la variazione di una grandezza dipende dalla variazione di una seconda grandezza
Consideriamo il problema inverso:  
Pb 2): nota la legge con cui varia la velocità di un corpo e la posizione iniziale, determinare la posizione all’istante t0
Si considera quindi v=v(t) e sia x(0)=0 . si considera un intervallo di tempo  Δlt , nel quale la velocità si può considerare costante v=v1, lo spazio percorso è Δ1s=v1 Δlt; nell’intervallo di tempo Δ2t successivo, si considera  v=v2, lo spazio percorso è Δ2s=v2 Δ2t e così via. Lo spazio totale è la somma dei Δis . Geometricamente tale somma rappresenta la somma dei rettangoli che approssimano la curva la cui equazione è quella della velocità e quindi rappresenta una approssimazione dello spazio percorso dl punto materiale. Lo spazio percorso esattamente dal punto è quindi proprio l’area compresa tra l’asse delle ascisse e il grafico della curva della velocità.

Altrettanto importante per le applicazioni in fisica,  è quindi avere un metodo per determinare le aree.
Questi due problemi di natura fisica, sono uno l’inverso dell’altro, e ciò  mette in luce che il problema delle tangenti e il problema del calcolo delle aree, apparentemente così diversi e lontani tra loro,  sono nello stesso rapporto di reciprocità.

2- Il problema delle tangenti: i metodi di Descartes, De Beaune e di Fermat
Mentre il problema delle quadrature era stato trattato ampiamente nella matematica classica e rinascimentale, non altrettanto era avvenuto per il problema delle tangenti. Si può ritenere che una delle ragioni di questa mancanza di interesse, consista nel fatto che nella matematica greca le  curve erano definite da proprietà specifiche, che le individuavano  in modo univoco e ciò aveva come conseguenza, l’impossibilità di staccarsi  dal problema particolare e quindi dalla curva particolare, per poter dare metodi generali per la risoluzione dei problemi che fossero validi per intere famiglie  di curve. Nel Seicento, i matematici come Cavalieri, cominciano a sviluppare metodi generali validi per ampie classi di figure e tale tendenza diviene predominante a partire dall’opera di Descartes, che con la  sua  Géométrie rivoluziona la geometria classica e lo stesso concetto di curva non più come singola risposta ad un problema particolare, ma come  luogo di punti le cui coordinate soddisfano a un’equazione F(x,y)=0.
Con tale rivoluzionaria definizione di curva, Descartes riesce a affrontare e risolvere problemi concernenti le curve in studio, mai prima toccati e tra essi il problema della determinazione della retta tangente   in un suo punto arbitrario P0 di coordinate (x0,y0).
La soluzione proposta da Descartes considera la circonferenza con centro sull’asse delle x e tangente alla curva in P0. Una volta trovata infatti quest'ultima, il suo raggio passante per P0 sarà normale alla curva, e per ricavare la tangente non si dovrà far altro che prendere la perpendicolare al raggio. Se il centro della circonferenza sta nel punto v sull'asse delle ascisse e il suo raggio è s, essa avrà equazione 

.





Esempio: Calcolo della tangente all'iperbole di equazione xy=1 con il metodo di Descartes.
Si scrive l’equazione di una circonferenza con centro (da individuare) sull’asse delle ascisse e raggio s (da individuare)
 (x–v)2 + y2 = s2
Affinché risulti tangente alla iperbole nel punto considerato, eliminando la y dal sistema dell'iperbole e del cerchio di centro v e raggio s, l’equazione che si ottiene:


deve avere una radice doppia per x=x0, e dunque il polinomio di 4° grado a primo membro deve essere uguale al prodotto di (x–x0)2 per un polinomio di secondo grado, i cui coefficienti a,b,c, siano da determinare:
x2 (x2–2vx+v2) +1–s2x2 = (x–x0)2  (ax2+bx+c).
Sviluppando ambo i membri e raccogliendo i termini con la stessa potenza si ottiene:


e dunque, per il principio di identità dei polinomi:
a=1
2ax0–b=2v


bx0–2c=0




Dall'ultima equazione si ha , e quindi dalla penultima segue . Introducendo questo valore nella seconda equazione e ricordando che a=1 si trova  


A questo punto il valore di s si potrebbe ricavare dalla terza equazione, ma è irrilevante ai fini della prosecuzione del metodo. Infatti, per determinare la retta tangente si usava determinare il segmento compreso tra l’ascissa del punto di tangenza e il punto in cui la retta tangente incontra l’asse delle ascisse; nella figura si tratta quindi di determinare il segmento BC.
Si ha
,  ,, e quindi .
I triangoli ABP0 e P0BC sono simili, e dunque BC : BP0 = BP0 : AB, da cui 

Una volta noto BC è possibile tracciare la tangente e il problema è risolto.
Il metodo ha carattere generale e può essere applicato a tutte le curve algebriche ovvero che hanno una equazione, il metodo conduce a calcoli piuttosto intricati, anche nei casi più semplici. Infatti, esso porta a dover risolvere un sistema di 2n+1 equazioni in 2n+1 incognite.
Questi furono all’origine di successivi studi: De Beaune sostituì alla circonferenza  la retta di equazione ; l’eliminazione della y tra questa e l’equazione della curva conduce a un polinomio Q(x) di grado n. Richiedendo ora che Q(x) abbia una radice doppia in x0, si ottiene un sistema di n+1 equazioni in n+1 incognite, i coefficienti del polinomio R(x) e i parametri m e c che determinano la tangente.

Nel caso della parabola di equazione y=px2, eliminando la y tra questa e l’equazione della retta si ottiene il polinomio Q(x)= px2 – mx –c , che dovendo avere una radice doppia in x0 dovrà essere della forma Q(x)=a(x–x0)2.
 Risulta dunque px2 –mx-c = a(x–x0)2 , da cui sviluppando e uguagliando i coefficienti delle potenze si ottiene a=p e m=2ax0=2px0 e c=- . La retta tangente ha dunque equazione .
Il metodo di Fermat.
Dopo la pubblicazione della Géométrie di Descartes, Pierre Fermat scrive una lettera a Mersenne, in cui espone un suo metodo per trovare i massimi e i minimi, con applicazioni al problema delle tangenti.  Fermat considera una relazione che si ottiene scrivendo la proprietà caratteristica della curva per i punti sulla tangente, che chiama adequazione. 
Ad esempio consideriamo la parabola di equazione y=px2.
L’adequazione consiste nello scrivere questa proprietà non per i punti della parabola (per i quali vale rigorosamente) ma per quelli della tangente  y–y0 = m(x–x0).
Indicando con ≈ l’adequazione, si avrà allora 
px2–y0 ≈ m(x–x0)

In questo modo si ottiene una relazione approssimata (l’adequazione) che diventa un’equazione se il punto sulla tangente coincide con quello di contatto.
Poiché y0=px02, avremo px2– px02 ≈ m(x–x0). Dividendo ambo i membri per x–x0 otteniamo p(x+x0) ≈ m.
Se ora il punto sulla tangente coincide con il punto di contatto, cioè se x=x0, l’adequazione diventa un’equazione esatta.
Risulta allora m=2px0, da cui si ottiene la retta tangente.
Il metodo di Fermat  permetteva  di trattare oltre alle curve algebriche anche tutte le curve trascendenti allora conosciute, cosa che il metodo di Cartesio non permetteva. 
Il metodo di Fermat poteva  essere usato anche per trovare i massimi e i minimi di una quantità F(x).
Infatti se x0 è un punto di massimo o di minimo, la tangente in x0 alla curva di equazione y=F(x) è orizzontale, e quindi ha equazione y=F(x0). Scrivendo l’adequazione F(x) ≈ F(x0), cioè F(x)–F(x0) ≈ 0. Si può allora dividere per x–x0, ottenendo 


.
Se, dopo aver semplificato la frazione, si pone x=x0, l’adequazione diventa di nuovo un’equazione




dalla quale si può ricavare il valore x0 del punto di massimo o di minimo.
 
La criticità del metodo di Fermat risiedeva nei lunghi e complessi calcoli necessari per ridurre una equazione contenente un certo numero di radicali; quindi  non è tanto la natura algebrica, irrazionale o trascendente della curva a determinare l'applicabilità del metodo, quanto la maggiore o minore complessità dell'equazione.

3- Newton e Leibniz: la disputa sulla nascita del calcolo. Lettura testi originali

Nel 1682 Leibniz fu il co-fondatore, assieme ad Otto Mencke, della prima rivista scientifica in lingua tedesca: gli Acta Eruditorum Lipsienium, che iniziarono ad essere pubblicati con cadenza mensile.
Questa rivista fu molto importante nel corso della disputa con Newton: Leibniz, che aveva provato a pubblicare, senza successo, i propri lavori matematici sia a Londra sia a Parigi, poteva facilmente trovare spazio sulla nuova rivista.
Il titolo dell'articolo pubblicato nel 1684 da Leibniz sugli Acta Eruditorum può essere tradotto come “Nuovo metodo per i massimi e i minimi, come anche per le tangenti, che non si arresta davanti a quantità frazionarie e irrazionali, e modo unico di calcolo per i suddetti”. Il richiamo all'opera di Fermat sottolinea la maggior generalità del nuovo metodo, peraltro rimarcata nel seguito più volte.

Il metodo di Fermat ha il suo limite nella necessità di semplificare con artifici vari  l’ “adequazione”, F(x)–F(x0)≈0 prima di dividere per x-x0 e porre poi x=x0. La presenza di radici o di espressioni fratte complesse rende presto la strada non percorribile. Il punto cruciale sta nel fatto che la considerazione dell'equazione nella sua interezza non permette una separazione delle difficoltà nelle varie parti più semplici che compongono l'equazione. 
Solo dopo questa constatazione, che è uno dei punti fondamentali sia nella teoria di Leibniz che in quella di Newton, è possibile operare prima il calcolo della derivata, mediante tutte le facilitazioni costituite dalla linearità (cioè il differenziale di una somma è uguale alla somma dei differenziali) e dalle regole di differenziazione di prodotti e quozienti, e poi utilizzarlo per la ricerca di massimi e minimi o per la determinazione delle tangenti.
4- APPLICAZIONI
A questo punto è possibile differenziare qualsiasi combinazione di potenze e radicali, dunque praticamente qualsiasi funzione poiché tali combinazioni costituivano a quel tempo la quasi totalità delle funzioni considerate.
Applicando queste regole abbiamo quindi dimostrato le formule di sdoppiamento introdotte in classe terza, senza che ne avessimo data allora una giustificazione generale.

APPLICAZIONE ALLA DETERMINAZIONE DELLA TANGENTE AD UNA ELLISSE

Sia data l’equazione dell’ellisse  e un suo punto . 
Applicando le regole dettate da Leibniz, è possibile  determinare il rapporto :

 







La retta tangente ha quindi equazione:









Come si vede, l’applicazione delle regole di Leibniz dà modo di determinare le rette tangenti a curve che altrimenti non sarebbero trattati in un corso di liceo scientifico: non si entra nello specifico del “perché” e del “percome”, cosa che richiederebbe un corso di studi superiore, ma semplicemente si applica quello che abbiamo battezzato in classe il “metodo di Leibniz” che affianca il metodo “delle derivate”, rigorosamente definito e dimostrato. 
Con tale metodo abbiamo così determinato le rette tangenti in un punto per curve definite in forma implicita di vario tipo: 
es.	a) 
	b) 
	c)

I risultati possono essere verificati attraverso Geogebra.

5-Successivamente è stato proposto il testo in All7, sempre tratto dal brano di Leibniz, riguardo alle caratteristiche delle quantità crescenti e decrescenti.
Dalla lettura del brano, gli studenti,  guidati attraverso la scheda in All8, dovevano trarre alcune conclusioni . Questo lavoro ha preceduto l’introduzione dei concetti di crescita e decrescita della funzione in senso tradizionale, ma i ragazzi hanno potuto condurre autonomamente riflessioni sul segno dei differenziali in base alla crescita e decrescita delle funzioni, oltre alla caratterizzazione dei punti di massimi e minimi e, successivamente,  il collegamento della concavità convessità al segno della differenza seconda.

6- QQqqQ Questa ultima parte è ancora da svolgere ed è collegata alla introduzione al calcolo integrale. I colleghi di inglese e latino proporranno la lettura dello steso brano nelle due rispettive lingue, tratto dall'introduzione al primo libro dai Principia di Newton, dove si parla del  Il metodo delle prime ed ultime ragioni che  era già  nel De quadratura curvarum, e in cui  si da un primo approccio al concetto di limite (All. 9) 

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 
Lemma I 
Le quantità come anche i rapporti tra quantità che costantemente tendono all'uguaglianza in un qualsiasi tempo finito e prima della fine di quel tempo si accostano l'una all'altra più di una qualsiasi differenza data divengono infine uguali. Se ciò non fosse da ultimo sarebbero disuguali, e sia D la loro differenza ultima. Dunque non potranno avvicinarsi all'uguaglianza più della differenza data D. E questo è contro l'ipotesi. 
L’altro brano scelto, in lingua latina, è tratto dal De Analysis e introduce la regola di quadratura per le funzioni e la regola di addizione per le aree.(All 9)
CONCLUSIONI
Riporto alcune considerazioni dei miei colleghi,  Prof.ssa Fernanda Neri Prof. Alessandro Tempi, ai quali va anche un forte ringraziamento per la disponibilità concessami e il lavoro svolto con i testi, rispettivamente, in inglese e in latino.
“Il progetto , volto ad approfondire aspetti del pensiero matematico di Leibniz e Newton , ha avuto interessanti refluenze anche in discipline linguistiche quali Latino e Inglese. Per quanto riguarda la lingua latina, gli studenti hanno avuto la possibilità di leggere e tradurre alcuni passi scelti delle opere  originali dei due matematici.
Ciò ha permesso loro di conseguire almeno due finalità:
- prendere dimestichezza con un uso della lingua latina sicuramente anomalo rispetto ad un approccio di tipo tradizionale, vale a dire di carattere prettamente letterario; il che implica il confrontarsi con un modello comunicativo di carattere enunciativo, nel quale alle sottigliezze espressive del linguaggio (ad esempio, le figure retoriche)  non viene apertamente conferito alcun valore né di ricchezza né di ornamento;
- fare esperienza di enunciati scientifici nella loro formulazione originaria, quindi senza il filtro di una mediazione divulgativa e didattica. 
Ciò ha permesso, nel corso degli interventi dedicati al progetto, di conseguire un ulteriore obiettivo: comprendere che la lingua latina, anche in epoca moderna, è stato utilizzato soprattutto per le sue valenze comunicative essenziali, in quanto linguaggio referenziale  con funzione denotativa-cognitiva 
Per quanto riguarda la lingua inglese, gli studenti hanno potuto rendersi conto delle differenze tra il linguaggio scientifico e l'inglese letterario dell'epoca. 
Hanno potuto inoltre approfondire le motivazioni della disputa tra Newton e Leibniz attraverso la traduzione dei testi tratti da  schede  estratte dagli archivi speciali del  Babson College,  in Wellesley, Massachusetts.Dal punto di vista strettamente linguistico si è potuto osservare come l'inglese scientifico sia di facile comprensione ed abbia la capacità di esprimere concetti in maniera sintetica.La matematica è diventata così, da disciplina in cui ci si confronta quasi unicamente con freddi esercizi, a un problematico argomento di riflessione intorno a contrapposizioni e dispute intellettuali talvolta ancora irrisolte.”
Per quanto concerne l’aspetto matematico in sé,  gli obiettivi raggiunti possono essere sintetizzati in un ampliamento del bagaglio di conoscenze e tecniche, rispetto al programma svolto usualmente e gli studenti hanno  potuto modificare la percezione della matematica, riconoscendo che essa è un processo e non un costruzione granitica di teoremi e formule ,  apprezzando, in un certo senso, l’umanità  che c’è dietro  il lavoro dei grandi uomini  che hanno cambiato il mondo con le loro idee.
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Gottfried Wilhelm von Leibniz

Born: 1 July 1646 in Leipzig, Saxony (now Germany)
Died: 14 Nov 1716 in Hannover, Hanover (now Germany)

Gottfried Leibniz was the son of Friedrich Leibniz, a professor of moral philosophy at Leipzig. Friedrich Leibniz..
Leibniz's mother was Catharina Schmuck, the daughter of a lawyer and Friedrich Leibniz's third wife. However, Friedrich Leibniz died when Leibniz was only six years old and he was brought up by his mother. Certainly Leibniz learnt his moral and religious values from her which would play an important role in his life and philosophy. 
At the age of seven, Leibniz entered the Nicolai School in Leipzig. Although he was taught Latin at school, Leibniz had taught himself far more advanced Latin and some Greek by the age of 12. He seems to have been motivated by wanting to read his father's books. As he progressed through school he was taught Aristotle's logic and theory of categorising knowledge. Leibniz was clearly not satisfied with Aristotle's system and began to develop his own ideas on how to improve on it. 
In 1661, at the age of fourteen, Leibniz entered the University of Leipzig. It may sound today as if this were a truly exceptionally early age for anyone to enter university, but it is fair to say that by the standards of the time he was quite young but there would be others of a similar age. He studied philosophy, which was well taught at the University of Leipzig, and mathematics which was very poorly taught. Among the other topics which were included in this two year general degree course were rhetoric, Latin, Greek and Hebrew. He graduated with a bachelor’s degree in 1663.
 Leibniz went to Jena to spend the summer term of 1663. 
At Jena the professor of mathematics was Erhard Weigel but Weigel was also a philosopher and through him Leibniz began to understand the importance of the method of mathematical proof for subjects such as logic and philosophy. By October 1663 Leibniz was back in Leipzig starting his studies towards a doctorate in law. After being awarded a bachelor's degree in law, Leibniz worked on his habilitation in philosophy. His work was to be published in 1666 as Dissertatio de arte combinatoria (Dissertation on the combinatorial art). In this work Leibniz aimed to reduce all reasoning and discovery to a combination of basic elements such as numbers, letters, sounds and colours. 
Despite his growing reputation and acknowledged scholarship, Leibniz was refused the doctorate in law at Leipzig. Leibniz was not prepared to accept any delay and he went immediately to the University of Altdorf where he received a doctorate in law.
Leibniz declined the promise of a chair at Altdorf because he had very different things in view. During the next few years Leibniz undertook a variety of different projects, scientific, literary and political. 
Leibniz wished to visit Paris to make more scientific contacts. He had begun construction of a calculating machine which he hoped would be of interest. 
In Paris Leibniz studied mathematics and physics under Christiaan Huygens beginning in the autumn of 1672. On Huygens' advice, Leibniz read Saint-Vincent's work on summing series and made some discoveries of his own in this area. 
In January 1673 Leibniz went to England, he visited the Royal Society, and demonstrated his incomplete calculating machine. He also talked with Hooke, Boyle and Pell. While explaining his results on series to Pell, he was told that these were to be found in a book by Mouton. The next day he consulted Mouton's book and found that Pell was correct. At the meeting of the Royal Society on 15 February, which Leibniz did not attend, Hooke made some unfavorable comments on Leibniz's calculating machine. Leibniz returned to Paris.  Leibniz realized that his knowledge of mathematics was less than he would have liked so he redoubled his efforts on the subject. 
The Royal Society of London elected Leibniz a fellow on 19 April 1673. Leibniz met Ozanam and solved one of his problems. He also met again with Huygens who gave him a reading list including works by Pascal, Fabri, Gregory, Saint-Vincent, Descartes and Sluze. He began to study the geometry of infinitesimals and wrote to Oldenburg at the Royal Society in 1674. Oldenburg replied that Newton and Gregory had found general methods. Leibniz was, however, not in the best of favours with the Royal Society since he had not kept his promise of finishing his mechanical calculating machine. Nor was Oldenburg to know that Leibniz had changed from the rather ordinary mathematician who visited London, into a creative mathematical genius. In August 1675 Tschirnhaus arrived in Paris and he formed a close friendship with Leibniz which proved very mathematically profitable to both. 
It was during this period in Paris that Leibniz developed the basic features of his version of the calculus. In 1673 he was still struggling to develop a good notation for his calculus and his first calculations were clumsy. On 21 November 1675 he wrote a manuscript using the ∫  f (x) dx notation for the first time. In the same manuscript the product rule for differentiation is given. By autumn 1676 Leibniz discovered the familiar d(xn) = nxn-1dx for both integral and fractional n. 
Newton wrote a letter to Leibniz, through Oldenburg, which took some time to reach him. The letter listed many of Newton's results but it did not describe his methods. Leibniz replied immediately but Newton, not realizing that his letter had taken a long time to reach Leibniz, thought he had had six weeks to work on his reply. Certainly one of the consequences of Newton's letter was that Leibniz realised he must quickly publish a fuller account of his own methods. 
Newton wrote a second letter to Leibniz on 24 October 1676 which did not reach Leibniz until June 1677 by which time Leibniz was in Hanover. This second letter, although polite in tone, was clearly written by Newton believing that Leibniz had stolen his methods. In his reply Leibniz gave some details of the principles of his differential calculus including the rule for differentiating a function of a function. 
Another of Leibniz's great achievements in mathematics was his development of the binary system of arithmetic. He perfected his system by 1679 but he did not publish anything until 1701 when he sent the paper Essay d'une nouvelle science des nombres to the Paris Academy to mark his election to the Academy. Another major mathematical work by Leibniz was his work on determinants which arose from his developing methods to solve systems of linear equations. Although he never published this work in his lifetime, he developed many different approaches to the topic with many different notations being tried out to find the one which was most useful. An unpublished paper dated 22 January 1684 contains very satisfactory notation and results. 
In 1684 Leibniz published details of his differential calculus in Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangentibus... in Acta Eruditorum, a journal established in Leipzig two years earlier. The paper contained the familiar d notation, the rules for computing the derivatives of powers, products and quotients. However it contained no proofs and Jacob Bernoulli called it an enigma rather than an explanation. 
In 1686 Leibniz published, in Acta Eruditorum, a paper dealing with the integral calculus with the first appearance in print of the ∫  notation. 
Newton's Principia appeared the following year. Newton's 'method of fluxions' was written in 1671 but Newton failed to get it published and it did not appear in print until John Colson produced an English translation in 1736. This time delay in the publication of Newton's work resulted in a dispute with Leibniz. 
Another important piece of mathematical work undertaken by Leibniz was his work on dynamics. He criticised Descartes' ideas of mechanics and examined what are effectively kinetic energy, potential energy and momentum. This work was begun in 1676 but he returned to it at various times, in particular while he was in Rome in 1689. where he read Newton's Principia. His two part treatise Dynamica studied abstract dynamics and concrete dynamics and is written in a somewhat similar style to Newton's Principia. 
Leibniz put much energy into promoting scientific societies. He was involved in moves to set up academies in Berlin, Dresden, Vienna, and St Petersburg. 
It is no exaggeration to say that Leibniz corresponded with most of the scholars in Europe. He had over 600 correspondents. Among the mathematicians with whom he corresponded was Grandi. The correspondence started in 1703, and later concerned the results obtained by putting x = 1 into 1/(1+x) = 1 - x + x2 - x3 + .... Leibniz also corresponded with Varignon on this paradox. Leibniz discussed logarithms of negative numbers with Johann Bernoulli. 
Much of the mathematical activity of Leibniz's last years involved the priority dispute over the invention of the calculus. In 1711 he read the paper by Keill in the Transactions of the Royal Society of London which accused Leibniz of plagiarism. Leibniz demanded a retraction saying that he had never heard of the calculus of fluxions until he had read the works of Wallis. Keill replied to Leibniz saying that the two letters from Newton, sent through Oldenburg, had given:- 
... pretty plain indications... whence Leibniz derived the principles of that calculus or at least could have derived them. 
Leibniz wrote again to the Royal Society asking them to correct the wrong done to him by Keill's claims. In response to this letter the Royal Society set up a committee to pronounce on the priority dispute. It was totally biased, not asking Leibniz to give his version of the events. The report of the committee, finding in favour of Newton, was written by Newton himself and published as Commercium epistolicum near the beginning of 1713 but not seen by Leibniz until the autumn of 1714. He learnt of its contents in 1713 in a letter from Johann Bernoulli. Leibniz published an anonymous pamphlet Charta volans setting out his side in which a mistake by Newton in his understanding of second and higher derivatives, spotted by Johann Bernoulli, is used as evidence of Leibniz's case. 
The argument continued with Keill who published a reply to Charta volans. Leibniz refused to carry on the argument with Keill, saying that he could not reply to an idiot. However, when Newton wrote to him directly, Leibniz did reply and gave a detailed description of his discovery of the differential calculus. From 1715 up until his death Leibniz corresponded with Samuel Clarke, a supporter of Newton, on time, space, freewill, gravitational attraction across a void and other topics, who wrote:-
Leibniz was a man of medium height with a stoop, broad-shouldered but bandy-legged, as capable of thinking for several days sitting in the same chair as of travelling the roads of Europe summer and winter. He was an indefatigable worker, a universal letter writer (he had more than 600 correspondents), a patriot and cosmopolitan, a great scientist, and one of the most powerful spirits of Western civilisation. 
Article by: J J O'Connor and E F Robertson 
October 1998 
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Sir Isaac Newton

Born: 4 Jan 1643 in Woolsthorpe, Lincolnshire, England
Died: 31 March 1727 in London, England

Isaac Newton was born in the manor house of Woolsthorpe, near Grantham in Lincolnshire. Isaac Newton came from a family of farmers but never knew his father, also named Isaac Newton, who died in October 1642, three months before his son was born. 
Isaac's mother Hannah remarried Barnabas Smith the minister of the church at North Witham, when Isaac was two years old. The young child was then left in the care of his grandmother Margery at Woolsthorpe. Basically treated as an orphan, Isaac did not have a happy childhood. There is no doubt that Isaac felt very bitter towards his mother and his step-father Barnabas Smith. 
Upon the death of his stepfather in 1653, Newton lived in an extended family consisting of his mother, his grandmother, one half-brother, and two half-sisters. From shortly after this time Isaac began attending the Free Grammar School in Grantham, where he  lodged with the Clark family. However he seems to have shown little promise in academic work. His school reports described him as 'idle' and 'inattentive'. His mother thought that her eldest son was the right person to manage her affairs. Isaac was taken away from school but soon showed that he had no talent, or interest, in managing an estate. An uncle decided that Isaac should prepare for entering university and Isaac was allowed to return to the Free Grammar School in Grantham in 1660. This time he lodged with Stokes, who was the headmaster of the school, and it would appear that, despite suggestions that he had previously shown no academic promise, Isaac must have convinced some of those around him that he had academic promise. 
We know nothing about what Isaac learnt in preparation for university, but Stokes was an able man and almost certainly gave Isaac private coaching and a good grounding. There is no evidence that he learnt any mathematics, but we cannot rule out Stokes introducing him to Euclid's Elements which he was well capable of teaching.
Newton entered his uncle's old College, Trinity College Cambridge, on 5 June 1661. He was older than most of his fellow student.
Newton's aim at Cambridge was a law degree. Instruction at Cambridge was dominated by the philosophy of Aristotle but some freedom of study was allowed in the third year of the course. Newton studied the philosophy of Descartes, Hobbes, and in particular Boyle. The mechanics of the Copernican astronomy of Galileo attracted him and he also studied Kepler's Optics. He recorded his thoughts in a book which he entitled Quaestiones Quaedam Philosophicae (Certain Philosophical Questions). It is a fascinating account of how Newton's ideas were already forming around 1664. He headed the text with a Latin statement meaning "Plato is my friend, Aristotle is my friend, but my best friend is truth" showing himself a free thinker from an early stage. 
How Newton was introduced to the most advanced mathematical texts of his day is slightly less clear. According to de Moivre, Newton's interest in mathematics began in the autumn of 1663 when he bought an astrology book at a fair in Cambridge and found that he could not understand the mathematics in it. Attempting to read a trigonometry book, he found that he lacked knowledge of geometry and so decided to read Barrow's edition of Euclid's Elements. The first few results were so easy that he almost gave up but he:- 
... changed his mind when he read that parallelograms upon the same base and between the same parallels are equal. 
Returning to the beginning, Newton read the whole book with a new respect. He then turned to Oughtred's Clavis Mathematica ,  Descartes' La Géométrie, The new algebra and analytical geometry of Viète. Newton also studied Wallis's Algebra and it appears that his first original mathematical work came from his study of this text. He read Wallis's method for finding a square of equal area to a parabola and a hyperbola which used indivisibles. Newton made notes on Wallis's treatment of series but also devised his own proofs of the theorems writing:- 
Thus Wallis doth it, but it may be done thus ... 
It would be easy to think that Newton's talent began to emerge on the arrival of Barrow to the Lucasian chair at Cambridge in 1663 when he became a Fellow at Trinity College. It was only some years later that Barrow recognised the mathematical genius among his students. 
Despite some evidence that his progress had not been particularly good, Newton was elected a scholar on 28 April 1664 and received his bachelor's degree in April 1665. It would appear that his scientific genius had still not emerged, but it did so suddenly when the plague closed the University in the summer of 1665 and he had to return to Lincolnshire. There, in a period of less than two years, while Newton was still under 25 years old, he began revolutionary advances in mathematics, optics, physics, and astronomy. 
While Newton remained at home he laid the foundations for differential and integral calculus, several years before its independent discovery by Leibniz. The 'method of fluxions', as he termed it, was based on his crucial insight that the integration of a function is merely the inverse procedure to differentiating it. Taking differentiation as the basic operation, Newton produced simple analytical methods that unified many separate techniques previously developed to solve apparently unrelated problems such as finding areas, tangents, the lengths of curves and the maxima and minima of functions. Newton's De Methodis Serierum et Fluxionum was written in 1671 but Newton failed to get it published and it did not appear in print until John Colson produced an English translation in 1736. 
When the University of Cambridge reopened after the plague in 1667, Newton put himself forward as a candidate for a fellowship. In October he was elected to a minor fellowship at Trinity College but, after being awarded his Master's Degree, he was elected to a major fellowship in July 1668 which allowed him to dine at the Fellows' Table. In July 1669 Barrow tried to ensure that Newton's mathematical achievements became known to the world. He sent Newton's text De Analysi to Collins in London. Collins corresponded with all the leading mathematicians of the day so Barrow's action should have led to quick recognition.
 Barrow resigned the Lucasian chair in 1669 to devote himself to divinity, recommending that Newton (still only 27 years old) be appointed in his place. 
Newton's first work as Lucasian Professor was on optics and this was the topic of his first lecture course begun in January 1670. He had reached the conclusion during the two plague years that white light is not a simple entity. 
In 1672 Newton was elected a fellow of the Royal Society after donating a reflecting telescope. Also in 1672 Newton published his first scientific paper on light and colour in the Philosophical Transactions of the Royal Society. 
The paper was generally well received but Hooke and Huygens objected to Newton's attempt to prove, by experiment alone, that light consists of the motion of small particles rather than waves. 
Newton's relations with Hooke deteriorated further when, in 1675, Hooke claimed that Newton had stolen some of his optical results. Newton  delayed the publication of a full account of his optical researches until after the death of Hooke in 1703. 
Newton's greatest achievement was his work in physics and celestial mechanics, which culminated in the theory of universal gravitation. By 1666 Newton had early versions of his three laws of motion. He had also discovered the law giving the centrifugal force on a body moving uniformly in a circular path. Newton's novel idea of 1666 was to imagine that the Earth's gravity influenced the Moon, counter- balancing its centrifugal force. From his law of centrifugal force and Kepler's third law of planetary motion, Newton deduced the inverse-square law. 
 Halley persuaded Newton to write a full treatment of his new physics and its application to astronomy. Over a year later (1687) Newton published the Philosophiae naturalis principia mathematica or Principia as it is always known. 
The Principia is recognised as the greatest scientific book ever written. Newton analysed the motion of bodies in resisting and non-resisting media under the action of centripetal forces. The results were applied to orbiting bodies, projectiles, pendulums, and free-fall near the Earth. He further demonstrated that the planets were attracted toward the Sun by a force varying as the inverse square of the distance and generalised that all heavenly bodies mutually attract one another. 
James II became king of Great Britain on 6 February 1685. He had become a convert to the Roman Catholic church He  appointed only Catholics as judges and officers of state and whenever a position at Oxford or Cambridge became vacant, the king appointed a Roman Catholic to fill it. Newton was a staunch Protestant and strongly opposed to what he saw as an attack on the University of Cambridge. 
William of Orange had been invited by many leaders to bring an army to England to defeat James. In November 1688 James fled to France. The University of Cambridge elected Newton as one of their two members to the Convention Parliament. Newton was at the height of his standing - seen as a leader of the university and one of the most eminent mathematicians in the world. 
After suffering a second nervous breakdown in 1693, Newton retired from research. 
Newton decided to leave Cambridge to take up a government position in London becoming Warden of the Royal Mint in 1696 and Master in 1699. However, he did not resign his positions at Cambridge until 1701.
In 1703 he was elected president of the Royal Society and was re-elected each year until his death. He was knighted in 1705 by Queen Anne, the first scientist to be so honoured for his work. However the last portion of his life was not an easy one, dominated in many ways with the controversy with Leibniz over which of them had invented the calculus. 
Given the rage that Newton had shown throughout his life when criticised, it is not surprising that he flew into an irrational temper directed against Leibniz. Newton used his position as President of the Royal Society appointing  an "impartial" committee to decide whether he or Leibniz was the inventor of the calculus. He wrote the official report of the committee (although of course it did not appear under his name) which was published by the Royal Society, and he then wrote a review (again anonymously) which appeared in the Philosophical Transactions of the Royal Society. 

Newton's assistant Whiston had seen his rage at first hand. He wrote:- 
Newton was of the most fearful, cautious and suspicious temper that I ever knew. 
Article by: J J O'Connor and E F Robertson 
January 2000 
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 This books marks only the third appearance of Newton's purely mathematical work in print. It is significant for both its content and for its role in the famous priority dispute between Newton and Leibniz over the invention of the calculus. As a compilation, Analysis per quantitatum series, fluxiones, ac differentias contains four mathematical treatises and a sampling of correspondence, all related to Newton's work on the calculus. Two of the treatises had already been published in Latin in the first edition of the Opticks (1704). These are the "Tractatus de quadrata curvarum" and the "Enumeratione linearum tertii ordinis". 
It contains investigations of what are now known as the Newton-Bessel or Newton-Stirling formulas, which Newton had been working on as early as 1676. The jewel of this book, is the tract known as "De analysi per aequationes numero terminorum infinitas". "De analysi" became the first systematic discussion of the calculus by Newton to circulate in public, and is thus one of the founding documents in the history of modern mathematics. Containing the text of two of Newton's earliest work, as well his first two published treatises, the Analysis serves as a wonderful starting place for those studying the history of the calculus. 
The Priority Dispute
A full history of the priority dispute between Newton and Leibniz over the invention of the calculus is not possible here, but the role of the Analysis in the affair demands a short account. The story may be said to begin with the composition of the "De Analysi" which was given to Isaac Barrow in 1669 and copied by John Collins.
When Leibniz independently began to work on the calculus in 1675, he was soon not only corresponding with Newton, through third parties but also corresponding with Collins. Collins even showed Leibniz his copy "De Analysi." 
Scholars have determined that Leibniz did indeed arrive at his discoveries in the calculus independently. However, when he published his first work on the calculus in the Acta Eruditorum for 1684, Leibniz did not mention his correspondence with Newton or his exchanges with Collins. This gave the impression to many European mathematicians that Leibniz was the sole inventor of the calculus, because Newton had not actually published any of his mathematical work of the previous 20 years.
In 1693, however, John Wallis published a history of "fluxions" (which was Newton's name for the calculus) in his Opera Mathematica. The publication of the Newton correspondence with Leibniz, which had taken place through intermediaries such as Henry Oldenburg, soon followed. Although Leibniz had always acknowledged Newton's work in private correspondence, the grounds for a public battle were now set.
The first shot was fired by Nicolas Fatio de Diullier, who published comments in 1697 implying that Leibniz had plagiarized his calculus from Newton. In 1703 George Cheyne published Fluxionum methodis inversa claiming that all work on the calculus in the previous 24 years was merely derivative of Newton's original methods.
Newton himself now took a step in the dispute by published the two mathematical appendices to the Opticks in 1704. Newton was careful to mention that he had made his initial discoveries in 1664 and 1665. Newton also mentioned that he had referred to general methods of squaring curvilinear figures in correspondence with Leibniz as early as 1676, and that he had at one time lent out a manuscript describing these methods in more detail. "Having met with some things copied out of it," Newton wrote — appearing to suggest that Leibniz was the copyist — he now decided to publish the material himself. 
The next major event in the dispute was publication of an article by John Keill in the Philosophical Transactions of the Royal Society for 1708 who more or less directly accused Leibniz of having plagiarized the calculus from Newton, changing only the name (from fluxions) and method of notation. This edition of the Philosophical Transactions was not published until 1710 and Leibniz does not appear to have seen it until March of the following year. When he did read it, Leibniz wrote to the Secretary of the Royal Society demanding an apology. 
When the letter arrived, Newton, who had been President of the Royal Society since 1705, collaborated in the composition of Keill's response which restated the charge of plagiary in even more inflammatory language. Outraged, Leibniz again wrote to the Royal Society to demand an apology.
Meanwhile, London mathematics teacher William Jones conceived the idea of publishing a volume of Newton's mathematical works. Going through the papers of the now late John Collins he found Collins' copy of "De analysi." Realizing that this copy represented independent proof of Newton's priority in the invention of the calculus, Jones included it in the Analysis book of 1711 along with extracts from correspondence relating to the original exchanges between Newton and Leibniz that had taken place more than 30 years earlier. Accordingly, Jones's volume now became an important part of the priority dispute.
How important it became can be seen from what happened after Leibniz's second demand for an apology arrived for Newton, as head of the Royal Society, set up a commission to judge the dispute. The commission naturally concluded in Newton's favor, then published a report (almost certainly written by Newton himself) entitled Commercium epistolicum d. Johannis Collins et aliorum de analysi promota (1712). That is to say, this report focused heavily on Collins' copy of "De anylysi" and his correspondence with Leibniz — all in support of Keill's original charge of plagiarism.
The priority dispute was far from over, but the Analysis had now played a crucial role in its progress.
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Sottolinea l’opzione corretta, deducendola dal brano letto
1) Se le ordinate di v=v(x) crescono al crescere di x in un certo intervallo (a,b), il differenziale dv risulta (positivo/nullo/negativo)
2) Se le ordinate di v=v(x) decrescono al crescere di x  in un certo intervallo (a,b), dv risulta (positivo/nullo/negativo)
Disegna un grafico che rappresenti la situazione 1 e un grafico che rappresenti la situazione 2: la pendenza (= coefficiente angolare)della retta tangente nel caso 1 risulta (positiva/nulla/negativa); la pendenza della retta tangente nel caso 2 risulta (positiva/nulla/negativa).
3) I punti dove l’ordinata è massima sono caratterizzati da una tangente con pendenza (positiva/nulla/negativa) e la curva volge la (concavità/convessità) verso l’asse x; i punti dove l’ordinata è minima sono caratterizzati da una tangente con pendenza (positiva/nulla/negativa)  e la curva volge la (concavità/convessità)  verso l’asse delle x.
4) I punti di flesso sono punti dove ……………………………………………………si scambiano tra loro
5) Con d2v  viene indicato il differenziale di …………………………
6) Nei  punti di flesso d2v è (positivo/nullo/negativo)
All9
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I
NOVA METHODUS PRO MAXIMIS ET MINIMIS, ITEMQUE TAN-
GENTIBUS, QUAE NEC FRACTAS NEC IRRATIONALES
QUANTITATES MORATUR, ET SINGULARE PRO
ILLIS CALCULI GENUS*).

Sit (fig. 111) axis AX, et curvae plures, ut VV, WW, YY, 72,
quarum ordinatae ad axem normales, VX, WX, YX, ZX, quae vo-
centur respective v, W, y, X, et ipsa AX, abscissa ab axe, vocetur x.
Tangentes sint VB, WC, YD, ZE, axi occurrentes respective in
punctis B, C, D, E. Jam recta aliqua pro arbitrio assumta vocetur
dx, et recta, quae sit ad dx, ut v (vel w, vel y, vel 7) est ad XB
(vel XC, vel XD, vel XE) vocetur dv (vel dw, vel dy, vel dz) sive
differentia ipsarum v (vel ipsarum w, vel y, vel z). His positis,
calculi regulae erunt tales.

Sit a quantitas data constans, erit da aequalis 0, et dax erit
aequalis adx. Si sit y aequ. v (seu ordinata quaevis curvae YY
aequalis cuivis ordinatae respondenti curvae VV) erit dy aequ, dv.
Jum Additio_et Subtractio: si sit z—y + W+ x aequ. v, erit
dz—y+w + x seu dv aequ. dz—dy + dw + dx. Multiplicatio: dxv
aequ. xdv 4 vix, seu posito y aequ. xv, fiet dy aequ. xdv+ vix.
In arbitrio enim est vel formulam , ut xv, vel compendio pro-ea
literam, ut'y, adhibere. Notandum, et x et dx eodem modo in
hoc calculo tractari, ut y et dy, vel aliam literam indeterminatam
cum sua differentiali. Notandum etiam, non dari semper regrossum
a differentiali Aequatione, nisi cum quadam cautione , de quo alibi.
+vdy Fyd

Porro Divisio: d--vel (posito z aequ. }) dz aequ.

Quoad Signa hoc probe notandum, cum in caleulo pro litera
substituitur simpliciter ejus differentialis, servari quidem eadem
signa, el pro + z scribi + dz, pro —z seribi —dz, ut ex addi-

*) Act. Erud. Lips, an, 1684,
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tione et sublracione paulo anie posita apparel; sed quindo ad
exegesin valorum vesitu, seu com consideratur ipsius 2 relatio ad
x, tunc apparere, an valor ipsus da sit quantitas affrmativa, an
nibilo mivor seu nogativa: quod posterivs cum 6t wnc tangens
ZE ducitar & puneto 2 non versus A, sed in paries contrarias seu
infra X, id est tunc cum ipsas ordinatae 2 docroscunt crescenti-
bus 5. Bt quia ipsse ordinase v modo. crescunt, modo. decres-
cunt, erit do modo affirmativs, modo egaiva quaDitas, et priore
casa VB tangens ducitur_versa A, posteriore ,V B in_partes
aversas: vetrum autem 0 in medio cica M, quo momento
ipsae ¥ neque crescunt eque decrescunt, sed in sialu sunt, adeo-
que 6 dv aequ. 0, ubi ibil refet, quanttas sitne afirmatvs a0
negatia, nam + 0 3 e in loco ipsa v, nempe ordi-
mata LM, est Mazima (sol i convexitatems Axi obvertere, Minima)
et angens curvae in M. neque supra X ducitor ad partes A, ibique
axi propinquat, oeque infra X ad partes contraiss, sed st axi
parallels, Si dv sit iofiita respoctu_ ipsius d, tunc tangens est
ad asem rects, seu est ipsa ordinaia. Si dv el dx sequoles, tan-
gens fait angulum semiroctum ad axem. Si crescentibus ondmatis
v earum incrementa vel diflrentse dv (seu
etam ddv, dierentae diflrentiarum, sunt
ae, vl negaivs, negativae) curva axi obvertit concavilatem,
alas convezitatem *): ubi vero est mazimum vel minimum incremen-
tum, vel ubi incrementa ex decrescentibus flunt crescenta, aut
cotra, i est punchm flezus contrari, et concavitas aique con-
vexita ter se_permutantar, modo non et ordintae ibi ex cres-
cenibus fant decrasceates, Vel contra, tuoe. enim concarias ant
‘convexitas maneret: ut aulem incrementa.continuent crescero sut
crescere, ordinatae vero ex crescentbus fiant decrescetes, vel
contra, fleri non polest.  Itaque punctum fexus contrari locum
babet, quando_neque v neque dv existente 0, tamen ddv est 0.
Tnde etam problema Sexus contrari non duas, ut problema ma-
ximae, sed.tres habet radies aequales.  Alque haec omnia quidem
pendent a recto usu sigoorum.

Interdum’autem adbibenda sunt Signa ambigua, ut muper in
Disisione, antequam scilcet constet quomodo explicari debeant. Bt

%) Ofeabar findet hicr cine Verwechsclung der W

claten” wd converiaten” st
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e st cresonibus 3, crescunt (decrescnt) 3, deent. signa
o vy

ambigua in d;— eu it ita explicari, ut haec fractio

i quantias affcmaiiva (negativa). Sigaifice. autem % contearium
psius £, ut s hao sit +, illod sit —, vel contxs. Possust et
eodom calclo occurrers plares ambiguitaiss, quas distinguo paren-

s, cxemp s s e T4 L3
sy, (CE)3iv
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ex diversi aptbus orse confunderentr. UL notandum, siguum
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intgrae a0 racias tam sd radies deeswinandss, otenia
enim sit fracla cum exponens est negativus, el mulator in radicem
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dure, quam sl dducendes relinguee, gun sk Sdoedur
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DE ANALYSI

Per Aquationes Numero Terminorum
INFINITAS.
w&lmﬁm generalem, quam de Curvarum quanti-

tate per Infinitam terminorum Serien menfuran-
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Exempla Prima.
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PER LQUATIONES INFINTTAS 3

Exempla Secunda,

Six=s 4+t =y Erit—x-i— 25" F=eBD, Vel iz s}
Erit —s=1 4257 =D

Quarum figm fi mutaveris habebis
Affrmaivun valorem (50 257F vel
5=t —2478) fuperficiel «BD, modo tora
cadat fupra bafim ABe.

ATB

Sin aligua pars eadat nfa ( quod fit curn Curv decu fam Bain
nter Bet e, ut hic vides in 4, ifta parte

a parte fuperiori fubdutla, habebis valo-
rem Differentiz : Earum vero Summam
# cupis, quere wramque Superfciem for.
fim, et adde. Quod idem in reliquis hujus
Regalz exemplis notandum volo.

Exempla Tertia.

St w-pxr=y; Bt fw—s-t = Superficici deferipte, Sed e
notandum eft, quod diftz Superfici partes
fic inventz jacent ex diverfo latere Linez
BD.

Nempe, pofite =B, & x==FD;
Erit 30 = ABF Superficel per BF deferip-
tw, & —x~*=DFs Soperfciei delripea
per DE. &
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Et hoc femper aceidic cum Indices ationum Bals x in valore
Supufieh queie, it varls Signis sBEQ. In hujufnodi Cafibus,
pars aliqua BDA Supstciel media (qua o dat poterit, cum Super-
ks s erinque infia) i vericar.

Subtabe Sopeticiem ad minorem Bafin Ag pertinentem, a Superficie
ad mjorem Bafin AB petnent, & habebis 48D Supetficiem differentic
afiun infifentem.  Sic in boc Exemplo. - (Vide Fi. Pracedenten)

SiAB=2, & Eiie 48Dz =

Fuenim Supericis ad AB pertnens (viz. ABF~DFe)erlt § —2 five 1

e fupericies ad Ag pertnens (viz, Avb—ve) et 3—1, five 3 ;
et caram diffeentia ( viz, ABF — DFs — Ao+ Jva = ZRDS ) eric

Yl
Eodem modo, i A8=1, AB=1; Erit sBDI=3
Sichi 25— 33t — =t b =g, &A=
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INTRODUCTIO

A D
Quadraturam Curvarum,

Uantitates Mathematicas non ut ex partibus quam
‘minimis conffantes, &d ut motu continuo defcrip-
tas hic confidero. Linez deferibuntor ac deferi.
‘bendo generantur non per appoficionem partim
fed per motum continuum punctorum, fupeticies
per_motum lincarum, folida per motom_faperf-
Clerum, angl per roxatloner lateram, tempora
‘per Ruxum continuum, & fic in cateris. Hz Ge-
sicks in rorum nacura. locum vere babent G i
‘motu corporum quotidie cemmuntur, Bt ad hun
modum Veteres ducendo reétas mobiles in longiaudinem scElarum immo-
bilium genefin docuerunt retangulorum,

‘Confiderando igitur quod quantitates aqualibus temporibus crefeentes
& crefeendo genit, pro velocitate majori vel minori qua crefcunt ac ge-
heaur, €vifont Fres el minores s methodom qutdham deien
nandi quanitates ex velociratibus motuum vel incrementorun quibus ge-
serantur 5 & has motuum vel incrementorum velocitates nominando
Flusiones 's¢_quanticaes genitas nominando Fluetes, incidi pavlacim
s 1665 & 1666 in Mechodum Fluxionom qua bic ufus fum in Qua-
aratura Carvaruin, L Fluxio-
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INTRODUCTIO

i me uc_ FluenGuss augonenta cqualibus -
Flaiores funt quam prosime e Fl . qualitus
pors prticalls quam mininis gena, & ut ascuate loquar, funt n pri-
B one augmentorun mafteniua s ciponi aueem poffunt por lincas
‘qualeunque que fnc ipfis proportinales.

f arex ABC, ABDG Ordinatis BC, BD fuper bafi AB uniformi
ol e A DG O o i e o
fnter T ut Ordimatz deferibentes BC & BD, & per Ordinatas illas exponi
poffunt, propiea quod Ordinare: ilf fne ut arearam augmenta nafeenca,

' Progrediatur ordinata BC de loco
fin BC in locum quemvis novum he.
Complearur parallclogrammun BCEb,
ac ducaur reéta VTH qua Curvam
wangat in C ipfifque be & BA pro-
duclis occurrat in T & V : & Abfciffe
4B, Ordinatz BC, & Linex Cunz
ACc augmenta modo genita erunt Bb,
Fc®Ce; & in horum augmento.
Tum nafeentium ratione prima funt
ones ipfirum AB, BC & AC fne ut
wlangali illius CET lawra CE, ET
& CT & per eadem latera cxponi polfunt, vel quod perinde cft per Tarera

Eoden secidic § fumtar Auxionesin ultima satione partiom cvanct:
centium. Agatur refla Ce & producatur eadem ad K. - Redeat Ordinata
e in Tocam faum priotem BC, & cosuntibus punétis C &, sefha CK
coinider cum tangente CH, & triangulum evanefeens CE in uliima fia
forma exadet fimile tiangulo CET, & cjus latera evaneftentia CE, Ec
& Cc eront ultimo fer  ut fune trangul alterius CET lacera CE, ET
3¢ CT, & proprere in ha arare font Ansiones linearom AB, BC & AC.
Sipuntla C & ¢ parvo quovi ntevallo ab invicem diftant reéta CK par.

itervallo a angente CH diftabit. Ut reta CK cum tanente CH co-
incdat & rationes ulime livearum CE, Ec & C inveniantur, debent

unéla C & ¢ cofre & omnino coincidere,” Errores quamm minim in rebus
Mathematicis non funt contemnends.

simili argumento i citculus centro B radio BC deriptus in longitudi-
nem Abfciffz AB ad angulos seélos uniformi cum motu ducatur, fuxio
lidi geniet ABC eri ut circulus lle generans, & flaxio fuperficiel €jus
ait ut perimeter Ciruli illus” & fluxio line carve AC conjunétun,

Nam
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Quadratura Curvarum.

Uanticates indeterminatas ut motu perpetuo crefCentes vel
decrefeentes, id eft ut fluentes vel defuentes in fiquentibus
confiders, defignoque iteris 2, 3, % ¥, & earum Huxiones

feu celeritatescrefeendinoto fiflemliters punétatis =, ¥, @,
Sunt & haram Huxionum Huxiones feu mutationes magis
aut minus celeres quas ipfirumz, 3, x, v, Huxiones fecundas nominare

Ticet & fic defignate 3, J, % ¥, & haram fluxiones primas feu ipfirum
vy & quaraas fiex, y, ¥, v Et

e fuxionss quiniatum 5 5, % 9, € b

quemadmodum’% 5,

fune Ruxiones quaniearam 3, 3, % % & e fine Auxiones quantiatum
Drimarim %y, % v ¢ fic & quanetares confiderari polfunt ut Ausiones

aliarum quas fic defignabo, %, , % %, & bx ut fuxiones alierum

£5,% b & b ue fuxones aliomum %, 5, % V. Defigune igiar

£ E 5 5 s, e quandarum quaram quaibec pofl-
ot eft Hukio precedentis & qualibee prior it s quantis Huionem
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o Vo e, Ve Vir o
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DE QUADRATURA
PROP.L PROB. L

Data aquatione quotcsnque [uentes quantitates
involvente, invenire fluxiones.

Soluto.

aldglicear omfs zquationis terminus per indicem digriatis qurn.
mms P e e Imvolvity & h fingulis malc plicacionies
et igiats laas in Ruxionem fiam, 8¢ aggregasum faorum
omnium ub propris figns rlc aquatio nova.

Explicatio.

Sunoa, b, ¢, d . quintutes determinate & immutabiles, & pro-
ot wquito quavis quintdtes fuentes z, 3, = &c. involvens, ui
Bt em—bh=o. Multiplicentur termini primo per indices dig.
Himn 3% In g mulipleadonbes pro Higniras aere, face

wnius dimenfionss, feribatur %, & fumma fiflorum erit 25—y, ldem
fatinicprodibic -2y, Tdem fatin = & prodibitar.  Poratur fomme

8o agqualis nillo, & habebitur zquatio 33x» —
‘Dico quod fac aequatione definitur relaio Huxionum.

— ik ko,

Demonftratio.

Nam fi o quantitas admodum parva & funto ¢Z, @, 0¥, quantitatum:
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prim pro, y, & x Reipir dancquarionem xi 33 o

o+ 3507

P 0 = 280l 2o ) — iy a2
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CURVARUM. 4
Explicatio plenior.
Ad cundem modum fi zquatio ellet =yt VAT —b? = o,

o Wi fi fuxionem
=, & ( per hanc

produceretur 3w — 3y — 249+
D5 wallre vels, pone vy = %, & erit sy

2 o £ =5, hoc et 2L

Propofitionem) ax — 27y

sy

Etinde gwx—i" — 29y + Samst

e per operationem repetiam pergitur ad Auxiones ficundas, terias
& fequentes.  Sit quitio zy3—z+at =o, & fizt per operationem
primam 3 + 32y — 2z’ =o, petfecundam 2y’ + 6xiy* + 3275+ 617y
0, per tertam -ty oz R 1884 30y
18y bRy g 2 — 362 g =

— g — 1200

Ui vero fic pergitur ad flaxiones fecundas, tertas & fequentes, conve-
it quantiatern aliquam uc wniformiter Aucatém confiderate, & pro cjus
Huxione prioa wicaem fibeze, pro feund2 vero & fequcntibus nibil.
Sit. aquatio 73—zt -+ at=o, Ut fupra 5 & fluat z uniformiter, firgue

ejus fluxio unitas, & fiet per operationem primam yi -+ 3y —4x3 =0,
per fhcundam G -+555 -+ 65y 12 = o pereniam 935+ 187y
37+ 1833y + G 2gm=

In hujus antem generis squationibus concipiendum eft quod Huxiore
in fingulis terminis fint ejufdem ordinis, id cft vel omnes primi ordinis
3, %, vel omnes fecundi y, ¥, 1%, 2+, vel omnes tertii, 33, 3%, Y3, )%
5, &5, &e. Et ubl res aliter fe haber complendus eft ordo per fubin-
telle€tas fuxiones quantitatis uriformiter fuentis. Sc zquatio noviffima
complendo ordinem tertiam fit g%5y"+18 %5y + 3337+ 18233y -+ 6%
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